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Общие сведения

1. Множества и операции с ними
Мы пpедполагаем, что слово «множество» интуитивно понятно, и не опpеделя-
ем его. Иногда в качестве синонима этому теpмину используются также слова
«класс», «семейство», «набор», «совокупность».

Пусть X — некоторое множество. Если x — элемент множества X , то мы
будем записывать этот факт в виде x ∈ X и говорить: x принадлежит множеству
X . Значок ∈ называется знаком принадлежности.

Существует единственное множество, не содержащее ни одного элемента.
Это множество называется пустым и обозначается через Ø.

Общепpинятыми являются следующие обозначения:
R — множество вещественных чисел (отметим, что для нас выражения «ве-

щественное число» и «действительное число» являются синонимами); Z — мно-
жество целых чисел; N — множество натуpальных (то есть целых положи-
тельных) чисел; Q — множество pациональных чисел (то есть таких, котоpые
можно записать в виде p/q, где p, q — целые, q �= 0).

Пусть A — некоторое подмножество множества X . Это мы будем записывать
в виде A ⊂ X и говорить, что A содержится в X. Hапpимеp: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

По договоренности считается, что Ø является подмножеством любого мно-
жества и что любое множество является подмножеством самого себя. Подмно-
жество множества X, которое не совпадает ни с пустым множеством, ни с са-
мим X, называют собственным подмножеством. Если подмножество выделяется
каким-либо условием P , то это подмножество пpинято обозначать следующим
обpазом: {x ∈ X | P}. Hапpимеp: {x ∈ R |x2 < 1} = (−1, 1).

Набор всех подмножеств множества X обозначается символом 2X . Проис-
хождение этого символа объясняется тем, что если X — конечное множество,
состоящее из n элементов, то число всех подмножеств X равно 2n.

Объединение и пеpесечение множеств
Для любых двух множеств A, B можно определить множества A ∪B и A ∩B в
соответствии с правилами:

x ∈ A ∪B ⇔ x ∈ A или x ∈ B, x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A и x ∈ B.

Операции ∪ и ∩ называются операциями взятия объединения (или просто объ-
единением) и взятия пересечения (или просто пересечением). Они удовлетворя-
ют следующим аксиомам:
коммутативность:

A ∪B = B ∪A, A ∩B = B ∩A;
ассоциативность:

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪C), (A ∩B) ∩C = A ∩ (B ∩ C);
взаимная дистрибутивность:

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪C), (A ∪B) ∩C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

7



Дополнение к множеству
Пусть X — некоторое множество. Для любого его подмножества A мы опреде-
ляем подмножество Ac ⊂ X как множество всех точек из X, не пpинадлежащих
A. Фоpмально это записывается так: x ∈ Ac ⇔ x ∈ X и x �∈ A. Это подмно-
жество Ac называется дополнением к A. Опеpация пеpехода от множества A к
множеству Ac называется опеpацией взятия дополнения.

Значок «с» в качестве веpхнего индекса к обозначению множества явля-
ется пеpвой буквой английского слова «complement» — «дополнение». (Многие
автоpы взятие дополнения обозначают по-дpугому: CA, A′ или A.)

Пpи этом выполняются следующие свойства, котоpые называются пpавилами
де Моpгана:

1◦. (Ac)c = A ;
2◦. (A ∪B)c = Ac ∩Bc ;
3◦. (A ∩B)c = Ac ∪Bc .

Разность множеств
Разностью A \ B двух множеств A и B называется множество точек, котоpые
пpинадлежат A и не пpинадлежат B, то есть A \ B = {x ∈ A|x �∈ B}, или,
другими словами, x ∈ A \B ⇐⇒ x ∈ A и x �∈ B.

Отметим, что разность множеств не является коммутативной, ассоциатив-
ной или дистрибутивной операцией. Ее свойства можно получить из представ-
ления через рассмотренные ранее операции взятия пересечения и дополнения,
а именно справедливо следующее тождество:

Представление разности: A \B = A ∩Bc.

Симметpическая pазность множеств. Симметpической pазностьюA�B двух
множеств A и B называется множество точек, котоpые пpинадлежат A или B
(то есть принадлежат A ∪ B) и не пpинадлежат A и B одновременно (то есть
не входят в A ∩B). Таким образом, A�B = {x ∈ A ∪B |x �∈ A ∩B}.

A

B

X

A

B

X

A

B

X

Упр. 1. Hа всех тpех изобpаженных схемах укажите объединения, пеpесече-
ния, дополнения и симметpические pазности множеств A и B.

Пример 1. A = (−∞; 4], B = (−1; 1)∪[3; 5]. Тогда A∪B = (−∞; 5]; A∩B =
(−1; 1) ∪ [3; 4]; A \B = (−∞;−1] ∪ [1; 3); A�B = (−∞;−1] ∪ [1; 3) ∪ (4; 5].
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Пример 2. Hайти A ∩ B ∩ C, A \ B, если A = {3, 6, 9, 12, . . .}, B =
{2, 4, 6, 8, . . .}, C = {5, 10, 15, 20, . . .}.

Решение. A∩B∩C = {30, 60, 90, 120, . . .} = {n ∈ N |n = 30k, k ∈ N}; A\B =
{3, 9, 15, 21, . . .} = {n ∈ N |n = 6k − 3, k ∈ N}.

Т р и с п о с о б а д о к а з а т е л ь с т в а т о ж д е с т в

1-й способ, или доказательство «по определению». При доказательстве
этим способом мы должны показать, что если некоторый элемент x принадле-
жит множеству, определяемому левой частью равенства, то он принадлежит и
множеству, определяемому правой частью, и наоборот.

Пример 3. Доказать, что для произвольных множеств A, B верно, что (A \
B) ∪ (A ∩B) = A.

Решение. x ∈ левой части ⇐⇒ x ∈ A \ B или x ∈ A ∩ B ⇐⇒ (x ∈ A и
x �∈ B) или (x ∈ A и x ∈ B) ⇐⇒ x ∈ A ⇐⇒ x ∈ правой части.

2-й способ, или диаграммы Венна. Диаграммами Венна (также диаграм-
мами Эйлера – Венна или кругами Эйлера) называются схемы, на которых
произвольные множества A, B, C изображены кругами, находящимися в так на-
зываемом «общем положении», то есть расположенными так, что все попарные
пересечения и общее пересечение всех трех множеств непустые, причем ни од-
но из множеств не содержит другого, то есть так, как указано на диаграммах
внизу. Тотальное множество X при этом обычно изображается квадратом, со-
держащим все три круга.

A

BX

C

(A ∩B) \ C

A

BX

C

A ∩ (Bc ∪ C)

A

BX

C

(A ∪ C) ∩B

Для того чтобы выяснить, является ли тождеством теоретико-множественное
равенство, левая и правая части которого задаются цепочками указанных выше
операций с тремя произвольными множествами, следует изобразить отдельно
левую и отдельно правую части. Равенство является тождеством тогда и только
тогда, когда эти изображения совпадут. Отметим, что если в равенстве участ-
вуют более трех различных множеств, то сказанное неверно: совпадение изоб-
ражений не является достаточным условием тождественного равенства (для
четырех и более множеств на плоскости сложнее понять, что означает термин
«общее положение»).
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Пример 4. Верно ли равенство (A ∩B) \ C = A ∩ (B \ C)?

Решение. Левая часть равенства представлена
выше на левой диаграмме. Правая часть представ-
лена справа, причем на диаграмме множество B\C
выделено мелкой пылью, а вся правая часть – более
жирно. Указанные множества совпадают; следова-
тельно, равенство является тождеством.

A

BX

C

Условные тождества. Так называются равенства, которые верны всегда, ес-
ли выполняются указанные перед этим равенством условия. Например, если
A ∩ B = Ø, то A \ B = A. Условные тождества доказываются теми же спосо-
бами, например с помощью диаграмм Венна, однако круги при этом изобра-
жаются так, чтобы они удовлетворяли указанным условиям. Очень часто до-
казательство простейших условных тождеств происходит непосредственно, по
определению.

Упр. 2. Проиллюстрируйте на простейшей диаграмме выполнение двух сле-
дующих условных тождеств:

a) A ⊂ B =⇒ A ∪B = B, A ∩B = A;
b) B = Ac =⇒ A ∪B = X, A ∩B = Ø.

Пример 5. Доказать, что A�C = A ∪ C =⇒ (A \B) ∩C = A ∩ C.

Решение. Условие A�C = A ∪ C означает, что A ∩ C = Ø, то есть
множества A и C не пересекаются, а раз так, то и (A \B) ∩C ⊂ A ∩ C = Ø.

3-й способ, или доказательство, использующее свойства операций.
Этот способ требует некоторой тренированности и более употребителен в случа-
ях, когда надо упростить громоздкие теоретико-множественные конструкции.

Пример 6. Доказать равенства:
a) (A \B) ∪ (A ∩B) = A;
b) B \ (A ∪B)c = (A ∩B) ∪ (B \A).

Решение:
a) левая часть = (A ∩Bc) ∪ (A ∩B) = A ∩ (B ∪Bc) = A ∩X = A;
b) левая часть = B ∩ ((A ∪ B)c)c = B ∩ (A ∪ B) = B, правая часть =

(B∩A)∪ (B ∩Ac) = B∩ (A∪Ac) = B. Таким образом, левая часть равна правой
части. Тождество доказано.

Пример 7. Доказать равенства:
a) C ∩ (A \B) = (C \B) ∩A;
b) ((C ∩A) ∪ C) ∩Bc = C \B;
c) ((A ∪ C) \B) ∩ (B ∪C) = C ∩Bc;
d) (A ∪B) ∩ Cc ∩ (A�B) = ((A \ C) ∪ (B \ C)) \ (A ∩B).
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Решение:
a) левая часть = C ∩ (A \B) = C ∩ (A∩Bc) = (C ∩Bc)∩A = (C \B)∩A =

правая часть;
b) (C ∩A) ∪C = C =⇒ левая часть = C ∩Bc = правая часть;
c) левая часть = ((A∪C)∩Bc)∩ (B ∪C) = ((A∪C)∩Bc ∩B)∪ ((A ∪C)∩

Bc ∩ C) = Ø ∪ (((A ∪ C) ∩ C) ∩Bc) = C ∩Bc = правая часть;
d) несложно проверить, что (A∪B)∩ (A�B) = A�B, откуда следует, что

левая часть равна (A�B)\C. Однако и (A∪B)\(A∩B) = A�B. Следовательно,
правая часть равна левой.

Декаpтовым, или пpямым, пpоизведением A × B двух множеств A и B на-
зывается множество паp (a, b) таких, что a ∈ A и b ∈ B.

A×B = { (a, b) | a ∈ A, b ∈ B }.

Пример 8. A = [1; 2], B = [3; 5]. Пpя-
мым пpоизведением A × A является ква-
дpат, а B × A — пpямоугольник.

�

�

1

2

1 2 3 4 5

A×A B ×A

0

Отметим, что множество R×R обозначается через R2; R2×R — через R3 и
так далее. Таким образом, множество R2 мы идентифицируем с плоскостью, в
которой задана декартова система координат, и, следовательно, каждая точка
плоскости определяется парой вещественных чисел, называемых координатами
этой точки.

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 3. Укажите примеры точек, принадлежащих множествам:
a) Z \N ; b) Q \ Z; c) R \Q;
d) R×Q; e) (R \Q)× (R \Q); f) R2 × Z.

Упр. 4. Какому из множеств Q или R \ Q принадлежит число, задаваемое
указанной десятичной дробью? Если оно рационально, то представьте его в
виде обыкновенной дроби:

a) 0, 12; b) 1, 121212 . . . ; c) 12, 120 1200 12000 12 . . .;
d) 0, 30303 . . . ; e) 1, 11111 . . . ; f) 1, 10110111011110 . . . .

Упр. 5. Обладают ли бинарные операции взятия разности и симметрической
разности свойствами коммутативности и ассоциативности?
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Упр. 6.
◦ Укажите, какие множества выделены на рисунках.

A

BX

C

A

BX

C

A

BX

C

Упр. 7. Заштрихуйте указанные множества.

A

BX

C

(A ∩B) \ C

A

BX

C

(A \B) ∪ (A \ C)

A

BX

C

(A \Bc) ∩ (A \ Cc)

Упр. 8. Покажите, что для произвольных подмножеств A, B ⊂ X верны
соотношения:

a) ((B \A) ∪A) ∩B = ((Ac \B) ∩B) ∪B ;

b) ((A \B) ∪ (A ∪B)) ∩A = ((A \B) \ (B \A)) ∪A ;

c) (B ∩A) \B = A ∩ (Ac \Bc);

d) (A ∪B)�(A ∩B) = (A ∪B) \ (A ∩B);

e) A ∩B = Ø ⇐⇒ A�B = A ∪B.

Упр. 9.
◦ Hайдите A ∪B, A ∩B, A \B, A�B, если:

a) A = [−2; 2), B = (−1; 3];

b) A = [−1; 4), B = (−1; +∞);

c) A = [−1; 1) ∪ (2; 4), B = (−1; 3);

d) A = (−1; 1) ∪ (2; 4) ∪ (5; 7), B = [−1; 5];

e) A = [−1; 4] ∪ (5; +∞), B = (1; 3) ∪ [4; +∞).

Упр. 10. Изобразите на координатной плоскости множество A×B, если A
и B таковы, как указано в предыдущем упражнении.

Упр. 11.
◦ Hайдите (A ∩B) ∪C, A ∩ (B ∪C), (A ∪B) \C, A \ (B ∩C), если:
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a) A = {1, 2, 3}, B = {0, 1, 2}, C = {2, 3, 4};
b) A = {1, 2, 3, 4}, B = {0, 1}, C = {4, 5};
c) A = {α, β, γ}, B = {β, γ, δ, }, C = {γ, δ, ε};
d) A = {α, β, γ, δ}, B = {β, γ, δ, ε}, C = {γ, δ, ε, ζ};
e) A = {�, �,∇}, B = {�, �,◦}, C = {�,∇, ♦}.

Упр. 12.
◦ Hайдите A ∪B ∪C, A ∩B ∩C, (A \B) \C, A \ (B \C), если:

a) A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {−1, 0, 1}, C = {3, 4, 5};
b) A = {x ∈ R |x=πn/2, n∈Z}, B={x ∈ R |x=π/2 + πk, k ∈ Z},

C = {x ∈ R |x = 2πm, m ∈ Z};
c) A = N, B = {2, 4, 6, . . .}, C = {1, 3, 5, 7, . . .};
d) A = N, B = {4, 5, 6, 7, . . .}, C = {1, 3, 5, 7, . . .};
e) A = Z, B = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}, C = {. . . ,−3,−1, 1, 3, . . .}.

Упр. 13.
◦ Hайдите A ∪B ∪ C, A ∩B ∩ C, (A \B) \ C, A \ (B \ C), если:

a) A = {x ∈ R | |x + 2| < 3}, B = {x ∈ R | |x| > 4}, C = {x ∈ R |x < 0};
b) A = {x ∈ R | |x + 2| < 3}, B = {x ∈ R |x2 > 4}, C = {x ∈ R |x < 0};
c) A = {x ∈ R | |x− 2| < 3}, B = {x ∈ R |x2 < 4}, C = {x ∈ R | |x + 2| < 3};
d) A = {x ∈ R | |x− 2| < 3}, B = {x ∈ R | |x| > 1}, C = {x ∈ R |x < 1};
e) A = {x ∈ R | |x− 2| < 3}, B = {x ∈ R | |x + 2| > 3}, C = {x ∈ R | |x| < 6}.

Упр. 14. Укажите, какое множество заштpиховано на
pисунке спpава. Заштpихуйте также множества:

A

BX

C

a) (Ac ∩B) ∪A;
b) (Ac ∩Bc) ∪ (C ∩A);
c) (Ac ∩B) ∪ (C ∩A);
d) (A ∩ C) ∩Bc;
e) (A ∩B) ∪ (C ∩A).

Упр. 15. Покажите, что для произвольных подмножеств
A, B, C ⊂ X верны соотношения:
a) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C);
b) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C);
c) (A ∪B ∪C) \ (A ∩B ∩C) = ((A ∪B) \C) ∪ ((A ∪C) \B) ∪ ((B ∪C) \A);
d) (A \B) \ C = (A \ C) \B;
e) (Ac ∩B) ∩ C = B ∩C ⇐⇒ A�C = A ∪ C.
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О т в е т ы
Упр. 6. a) A \ (B ∪ C); b) B \ (A ∪ C); c) (A ∩B) \ C.

Упр. 9. A ∪ B A ∩ B A \B A�B

a) [−2; 3] (−1; 2) [−2;−1] [−2;−1] ∪ [2; 3]

b) [−1;+∞] (−1; 4) {−1} {−1} ∪ [4; +∞)

c) [−1; 4) (−1; 1) ∪ (2; 3) {−1} ∪ [3; 4) {−1} ∪ [1; 2] ∪ [3; 4)

d) [−1; 7) (−1; 1) ∪ (2; 4) (5; 7) {−1} ∪ [1; 2] ∪ [4; 7)

e) [−1;+∞) (1; 3) ∪ {4} ∪ (5;∞) [−1; 1] ∪ [3; 4) [−1; 1] ∪ [3; 4) ∪ (4; 5]

Упр. 11. (A ∩B) ∪ C A ∩ (B ∪ C) (A ∪ B) \ C A \ (B ∩ C)

a) {1, 2, 3, 4} {1, 2, 3} {0, 1} {1, 3}

b) {1, 4, 5} {1, 4} {0, 1, 2, 3} {1, 2, 3, 4}

c) {β, γ, δ, ε} {β, γ} {α, β} {α, β}

d) {β, γ, δ, ε, ζ} {β, γ, δ} {α, β} {α, β}

e) {�, �,∇, ♦} {�, �,∇} {�,◦} {�,∇}

Упр. 12. A ∪B ∪C A ∩B ∩ C (A \B) \ C A \ (B \ C)

a) {−1, 0, ..,5} Ø {2} {2, 3, 4, 5}

b) A Ø {π + 2πk} {πk, k ∈ Z}

c) N Ø Ø {1, 3, 5, 7, . . .}

d) N {5, 7, . . .} {2} {1, 2, 3, 5, 7, . . .}

e) Z Ø Ø C

Упр. 13. A ∪B ∪C A ∩B ∩ C (A \B) \ C A \ (B \ C)

a) R \ [1; 4] (−5;−4) [0; 1) (−5; 1)

b) R \ [1; 2] (−5;−2) [0; 1) (−5; 1)

c) (−5; 5) (−1; 1) [2; 5) (−1; 1) ∪ [2; 5)

d) R Ø {1} (−1; 1]

e) R (1; 5) Ø (−1; 5)

14



2. Функции
Говорят, что задана функция f , если задано множество X, называемое областью
определения, множество Y, называемое областью изменения, и правило (соот-
ветствие) f , с помощью которого каждому элементу области определения X
сопоставляется один и только один элемент множества Y.

При этом для обозначения функции мы пишем f : X → Y, или просто f, если
по тем или иным соображениям понятно, о каких множествах X и Y идет речь.
Традиционное обозначение также y = f(x), x ∈ X, если мы хотим подчеркнуть,
какой буквой предпочли бы обозначать независимую переменную.

Область определения X функции f обозначается также Dom f = Dom(f) =
D(f) = X(f). Множество значений зачастую обозначается через E(f), или f(X).
Отметим, что область изменения не обязана совпадать с множеством значений,
но всегда его содержит, то есть E(f) ⊂ Y.

Для любого множества X можно рассматривать так называемое тождествен-
ное отображение, которое произвольной точке x ∈ X ставит в соответствие
саму эту точку. Это отображение иногда обозначают буквами id (id : X →
X, id(x) = x).

Подчеркнем, что задание функции предполагает задание множеств X и Y.

Пример 1. Рассмотрим три функции:
1) X = R, Y = R, f = sin, то есть sin: R → R;
2) X = [−π/2; π/2], Y = R, f = sin, то есть sin: [−π/2; π/2]→ R;
3) X = [−π/2; π/2], Y = [−1; 1], f = sin, то есть sin: [−π/2; π/2]→ [−1; 1].
Правило, сопоставляющее аргумент x с числом sinx, одно и то же, и обо-

значение одно и то же, однако функции разные. Например, в первом случае
функция периодическая, а в остальных случаях — нет. Третья функция име-
ет обратную (arcsinx), а остальные — нет.

Отметим, что синонимами слова «функция» являются слова «отображение»,
«оператор», «операция». Выбор того или иного слова обусловлен традициями
или вкусом автора. Если в качестве Y используется пространство R, то иногда
вместо слова «функция» используется слово «функционал». Если в качестве X
используется пространство N, то вместо слова «функция» используется термин
«последовательность». При этом аргумент функции пишется не как обычно, в
скобках, а нижним индексом, например: an, xn, Bn. Например, когда рассмат-
ривается последовательность xn = 1/n, то имеется в виду функция f(n) = n−1

с областью определения X = N и областью изменения Y = R.

Функция называется отображением «на» или сюръекцией, если Y = f(X), то
есть область изменения совпадает с множеством значений, или, другими слова-
ми, если для любого y ∈ Y существует x ∈ X такое, что f(x) = y.

Функция называется взаимно однозначным отображением или инъекцией, ес-
ли для любого y ∈ E(f) существует единственное x ∈ X такое, что f(x) = y.

Функция называется биекцией, если она является сюръекцией и инъекцией
одновременно. В примере 1 вторая функция является инъекцией, а третья —
биекцией.
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Отметим также, что функция называется постоянной, если во всех точках
множества X она принимает одно и то же значение.

Пример 2. На изображенных соответствиях между множествами X и Y
указано, к какому классу они относятся.

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦
• ◦

не сюръекция
не инъекция

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦
• ◦

биекция

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦
•

◦
◦

не сюръекция
инъекция

X Y

• ◦
• ◦
• ◦
• ◦
• ◦

не функция

Пример 3. Пусть X = Y = N.
Функции f1(x) = 2x, f2(x) = x + 2 являются инъекциями.
Функция, определяемая равенством f(x) = x/2, если x четное, и равен-

ством f(x) = x + 1, если x нечетное, является сюръекцией.
Функция, определяемая равенством: f(x) = x, если x > 17, равенством

f(x) = 18− x, если x ≤ 17, является биекцией.

Пример 4. Для отображений вида f : X → Y указано, к какому классу они
относятся:

a) X = N, Y = N, f(x) = x2 — инъекция;

b) X = N, Y = {0, 1}, f(x) = 1 + (−1)x

2
— сюръекция;

c) X = (−∞; 0], Y = R, f(x) = x2 — инъекция.

Рассмотрим два отображения: f : X → Y и g : U → V. Если E(f) ⊂ U, то
становится возможным рассмотреть так называемое «сквозное отображение»: g◦
f : X → V, то есть функцию, которая каждой точке x ∈ X ставит в соответствие
точку g(f(x)) ∈ V. Эта функция g(f(x)) и называется суперпозицией функций
f(x) и g(x), или сложной функцией.

Если сложная функция g ◦ f оказывается тождественной, то есть для любой
точки x ∈ X верно равенство g(f(x)) = x, то g называется левой обратной к f.
Если при этом и f является обратной для g, то функции называются взаимно
обратными.
Теорема о существовании обратной функции. Рассматривается функция
f : X → Y. Если f является биекцией, то существует функция g : Y → X,
которая является обратной к f, то есть D(g) = E(f) = Y и g(f(x)) = x ∀x ∈
X. При этом g является также биекцией, и эти функции являются взаимно
обратными.

16



Для целого ряда функций существует договоренность об их области опре-
деления. Они рассматриваются в курсе «школьной» математики и называются
основными элементарными функциями. Сведения о некоторых из них представ-
лены в следующей таблице (p ∈ R, a > 0, a �= 1).

Функция f(x) Dom (f) E(f) Обратная функция

синус sinx R [−1, 1] −

сужение синуса sinx [−π/2, π/2] [−1, 1] arcsinx

арксинус arcsinx [−1, 1] [−π/2, π/2] sin x (сужение)

косинус cosx R [−1, 1] −

сужение косинуса cosx [0, π] [−1, 1] arccos x

арккосинус arccos x [−1, 1] [0, π] cosx (сужение)

степенная xp (p > 0, p �∈ N) [0, +∞) [0, +∞) x1/p

степенная xp (p < 0, p �∈ Z) (0, +∞) (0, +∞) x1/p

корень кубический 3
√

x R R x3

показательная ax R (0, +∞) loga x

логарифмическая loga x (0, +∞) R ax

Если зафиксирован какой-либо набор функций, названных элементарными,
то этот набор можно расширить, если конечное число раз (в любом порядке)
использовать арифметические операции с функциями, операции взятия супер-
позиции и обратной функции, а также операции взятия сужения функции на
промежуток.

Отметим, что функция f, определенная на множестве X ⊂ R, со значениями
в R называется четной, если:

1) для любого x верно, что x ∈ Dom (f) ⇔ −x ∈ Dom (f);
2) для любого x ∈ Dom (f) верно, что f(−x) = f(x).
Если равенство в условии 2) заменено на f(−x) = −f(x), то функция назы-

вается нечетной.
Функция f(x) называется периодической, если существует число T > 0 такое,

что:
1) для любого x верно, что x ∈ Dom (f) ⇔ x + T ∈ Dom (f);
2) для любого x ∈ Dom (f) верно, что f(x + T ) = f(x).
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З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ Hиже изобpажены гpафики функций f1 = −x2 − 2x + 2, f2 = −2x2 +

4x + 2, f3 = 2x2 − 4x + 1, f4 = x2 − 3x + 2. Расставьте номеpа функций.

�

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

•

Упр. 2.
◦ На рисунке изображены графики деформаций парабол, задаваемых ра-

венством вида y = f(x), где f(x) = ax2 + bx + c. Напишите явную формулу
для каждой функции (то есть найдите коэффициенты a, b, c) и постройте
соответствующий ей график.

�

�

x

y

y = f(x− 2)

• �

�

x

y

y = f(x) + 2

• �

�

x

y

y = f(x)/2

•

Упр. 3.
◦ На рисунке изображены графики логарифмических функций вида y =

loga(x + b). В каждом случае найдите значения чисел a и b.

�

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

•

Упр. 4. Постройте графики функций: f1 = 2 sin
(
x− π

3

)
, f2 = sin

(
2x− π

2

)
f3(x) = 2 sin2

(
π

4
− x

)
, f4(x) = tg

(
x + π

4

)
.
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Упр. 5.
◦ На рисунке изображены графики дробно-линейных функций вида y =

ax + b

x− x�
. В каждом случае найдите значения параметров a, b и x�.

�

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

•

Упр. 6. Постройте графики следующих функций: f1 = x3, f2 = 2x−1 + 1,
f3 = x2 + 2x, x ≥ −1, f4 = x2, x ≤ 0, f5 = log2(x− 1) + 1, f6 = 3

√
x− 1.

Упр. 7.
◦ Предполагая, что область определения X совпадает с естественной

областью задания Dom(f), если она не указана специально, а область измене-
ния Y совпадает с множеством значений E(f), для функций из предыдущего
упражнения напишите обратную функцию и укажите ее область определе-
ния.

Упр. 8. Для функций f1 − f6 упр. 6 нарисуйте графики обратных функций.

Упр. 9. Ниже изображены графики функций f1 = log2(x+1), f2 = x3−1, f3 =
21−x, f4 = 2x−1 − 1. Расставьте номера этих функций на графиках верхнего
ряда. Укажите для каждой их них область определения и множество зна-
чений. Еще ниже изображены графики обратных функций. Укажите, каким
функциям из верхнего ряда они соответствуют. Напишите для них явную
формулу.

�

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

•

�

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

• �

�

x

y

•
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Упр. 10. Постройте графики функций: f1 = 1

x
, f2 = 1

2x− 1
, f3 = 22x−1,

f4 = log3(2x+3), f5 = (2x− 1)3, f6 = 3
√

2x + 3. Укажите обратные функ-
ции и постройте их графики.

Упр. 11. Ниже изображены графики элементарных функций: f1 = sin 1

x
,

f2 = x sin 1

x
, f3 = sin(ln |x|)

x
, f4 = sin x2

ln |x| , f5 = ln(1 + sinx), f6 = tg x.

Расставьте номера этих функций на графиках. Укажите для каждой их них
область определения и множество значений. Какие из этих функций четные,
а какие нечетные? Какие из этих функций периодические?

�

�

�

�

x

y

x

y

•
π π−π −π

2

−2

2

−2

4

−4 −4

• •

�

�

�

�

x

y

x

y

•
π

2

π

2
−π

2
−π

2

1

−1

• •

�

�

�

�

x

y

x

y

•

π
π

2
−π −π

2

2
• •
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3. Логические функции
Самым простым множеством, на котором можно задать нетривиальные функ-
ции, является двухточечное множество. Пусть этими двумя точками являются
символы «0» и «1».

Функции на двухточечном множестве
Рассмотрим множество X = {0, 1} и все возможные функции, заданные на нем
и принимающие те же значения. Таких функций, кроме тождественной, всего
три: две постоянные и одна — меняющая значение. Они имеют соответствующие
названия: истина, ложь и отрицание. Задать эти функции можно с помощью так
называемых таблиц истинности, то есть буквальным указанием, какое значение
принимает функция в каждой точке.

истина

x f(x)

0 1

1 1

ложь

x f(x)

0 0

1 0

отрицание ¬x

x f(x)

0 1

1 0

Двуместные функции являются функциями двух переменных, или, как го-
ворят, функциями с областью определения, являющейся прямым произведе-
нием множеств, которые пробегает каждая из переменных. В данном случае
Dom f = X×X. Все двуместные функции имеют также свои названия и также
задаются таблицами истинности.

дизъюнкция: x1 ∨ x2

x1 x2 f(x1, x2)

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

конъюнкция: x1 ∧ x2

x1 x2 f(x1, x2)

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

импликация: x1 ⇒ x2

x1 x2 f(x1, x2)

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Отметим еще раз, что «1» и «0» являются в данном случае символами и
могут быть заменены любыми другими символами, например «t» (true) и «f»
(false), или соответственно на русском языке – «и» (истина) и «л» (ложь).

Разговор о логике, который можно пропустить
Логики бывают разные: бытовая логика, «железная», диалектическая и другие.
Существует логика того языка, на котором мы говорим, и эта логика подчиняет-
ся другим законам, нежели математическая. Например, истинность отрицания
отрицания далеко не всегда совпадает с истинностью самого высказывания, при-
надлежность на бытовом языке означает не то же самое, что принадлежность
в математической логике, и так далее.
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Но главное, что различает эти логики, — это формальная цель, правила вы-
вода и критерий возможности их использования. Для математической логики
таким критерием являются формальные понятия истины (и) и лжи (л), а це-
лью — выводимость формул. Для логики факта, например, критерием является
«было» или «не было», а целью — построение той или иной классификации фак-
тов. Для логики убеждений, с которой, к сожалению, мы сталкиваемся чаще,
чем с другими типами логик, целью является победа в споре, а используемые
правила считаются хорошими (корректными в рамках данной логики), если они
достигают этой цели.

Логики различаются и используемыми языками; и принципиальное разли-
чие между языком математической логики и языком человеческого общения
состоит, в частности, в том, что первый оперирует с так называемыми атомами,
элементарными высказываниями, о которых мы можем договориться: истин-
ны они или ложны. Во втором же случае мы работаем с понятиями, которые
далеко не всегда конечнозначны и, более того, как правило, имеют множество
неустранимых оттенков.

Другое существенное различие, с которого мы и начнем, состоит в характере
используемых определений. В «обычной» логике мы определяем или стараемся
определить (или делаем вид, что стараемся определить) все используемые по-
нятия, и зачастую эти определения разнородны даже в рамках одного и того
же текста: иногда они носят описательный характер, иногда указывают лишь
характерные свойства объекта, иногда правила его функционирования. Кроме
того, одним из характерных недостатков при построении той или иной теории
является «порочный круг» — так называется цепочка определений, в которой
некоторый термин определяется с использованием других, которые, в свою оче-
редь, описываются с помощью третьих, и так далее, пока в цепочке определе-
ний вновь не появится первоначальное понятие. Это не всегда плохо в обычном
языке, однако в математической логике это недопустимо. Поэтому в матема-
тике существует целый ряд «аксиоматических», неопределяемых понятий, из
которых конструируются остальные.

Атомарные высказывания
Одним из способов получать высказывания, то есть фразы, о которых можно
определенно сказать, истинны они или ложны, является дедуктивный метод, то
есть метод построения сложных высказываний из простейших или атомарных.

Атомарным (элементарным) высказыванием мы называем фразу, приписыва-
ние которой одного из двух значений, «и» или «л», либо заранее объявлено,
либо вытекает из смысла этой фразы и не вызывает сомнений ни у кого из тех,
кто эту фразу читает. Например, высказывания A : 〈Идет дождь〉 и B : 〈Я
сижу дома〉 мы не можем считать, вообще говоря, высказываниями, к которым
применимы правила формальной логики, поскольку не определено время дей-
ствия, а в первом случае и место действия. Тем не менее возможно составить
сложное или составное высказывание типа A ⇒ B : 〈Если завтра будет идти
дождь, то я буду сидеть дома.〉
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Используемые в обычной жизни простые высказывания, в отличие от мате-
матических, редко являются «абсолютными», то есть такими, что их истинность
или ложность бесспорна и однозначна во все времена, при любых обстоятель-
ствах. Такое отличие объясняется тем, что бытовые понятия редко бывают аб-
солютно отчетливыми. Например, не всегда точно мы сможем определить, был
дождь или нет, именно сегодня или нет. Кроме того, противоречивость может
быть и «внутренней», при всей кажущейся отчетливости самих понятий.
Софизм «деревенский парикмахер». Рассмотрим деревенского парикмахера, ко-
торый бреет всех тех, и только тех, которые не бреются сами. Является ли
высказыванием (то есть можно ли сказать, истинно оно или нет) следующее
утверждение 〈Деревенский парикмахер бреет себя сам〉?
Софизм Эпименида (VI в. до н.э.). (Для понимания софизма необходимо знать,
что Эпименид — житель Крита.) Истинно или нет следующее высказывание
Эпименида 〈Все критяне — лжецы〉?
Парадокс Эвбулида (IV в. до н.э.). Истинно или нет следующее высказывание
〈Высказывание, которое я сейчас произношу, ложно〉?
Сложное высказывание
Сложным, или составным, высказыванием мы называем высказывание, которое
можно получить из атомарных высказываний с помощью логических операций.
Например:
P = 〈A ∧ B〉, Q = 〈(A∧B)∨A〉, R = 〈¬(A ∨B)⇒ ((A∧ B)∨A)〉 — явля-

ются составленными из атомарных высказываний A и B с помощью указанных
логических операций.

Таблицы истинности позволяют узнать, какие значения принимают указан-
ные высказывания в зависимости от значений высказываний A и B.

A B P = A ∧ B Q = (A ∧ B) ∨ A R = ¬(A ∨ B)⇒ ((A ∧ B) ∨A)

0 0 0 0 0

0 1 0 0 1

1 0 0 1 1

1 1 1 1 1

Сложные высказывания мы называем эквивалентными, если на множестве
значений переменных — элементарных высказываний — они принимают одина-
ковые значения.

Из построенной выше таблицы мы можем заключить, чтоQ ≡ A иR ≡ A∨B.

Высказывания и высказывательные функции
Некоторые фразы не являются высказываниями, однако содержат переменную,
которой можно приписать то или иное значение, после чего фраза становит-
ся высказыванием. Например, фраза P(n) = 〈n > 3〉 зависит от переменной
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n, и, пока значение этой переменной не указано, нельзя ничего сказать про
истинность. В таких случаях говорят, что задана высказывательная функция.
В данном примере высказывательная функция P(n) является функцией одной
переменной, но, разумеется, легко построить и функции двух, трех, нескольких
переменных. Например, R(n, x) = 〈n + x2 < 0〉. Перейти от высказывательной
функции к высказыванию можно несколькими способами, из которых первый
— самый обычный.

1◦. Взятие значения функции в конкретной точке. Например, P(5) = 〈5 >
3〉 = и , R(−3,

√
10) = 〈−3 + 10 < 0〉 = л . Пишут также 〈n > 3 при n = 5〉.

2◦. Переход от высказывательной функции P(n) к высказыванию, которое
истинно в том и только в том случае, когда существует конкретное значение
n = no из области определения функции такое, что P(no) является верным вы-
сказыванием. Этот переход обозначается так: 〈∃n : P(n)〉. Символ (значок) ∃
называется квантором существования, а сам переход — операцией связывания
переменной с помощью квантора существования или — несколько упрощенно
— операцией навешивания квантора существования. Например, 〈∃a : a2 = 3〉.
Читается это так: «Cуществует a такое, что a в квадрате равно трем». Навеши-
вание квантора существования можно произвести и для функций нескольких
переменных. При этом иногда ставится двойной квантор, чтобы подчеркнуть
множественное число. Например, 〈∃∃n, x : R(n, x)〉 = 〈∃∃n, x : n + x2 < 0〉.
Читается это так: «Cуществуют n и x такие, что n + x2 < 0».

Последнее утверждение не вполне корректно: не слишком понятно, какое n
можно брать. Чтобы избавиться от этой неопределенности, обычно сразу указы-
вают область определения переменной. При этом значение высказывания может,
разумеется, измениться в зависимости от выбора области определения. Напри-
мер, 〈∃∃n ∈ N, x ∈ R : n+x2 < 0〉 = л. 〈∃∃n ∈ Z, x ∈ R : n+x2 < 0〉 = и. Кроме
того, квантор существования можно навешивать поочередно, причем не важно,
в каком порядке: 〈∃∃n ∈ N, x ∈ R : R(n, x)〉 = 〈∃n ∈ N : ∃x ∈ R : R(n, x)〉 =
〈∃x ∈ R : ∃n ∈ N : R(n, x)〉.

3◦. Переход от высказывательной функции P(n) к высказыванию, которое
истинно в том и только в том случае, когда для всех значений переменной
n = no из области определения DomP функции P = P(n) верно конкретное
высказывание P(no). Этот переход обозначается так: 〈∀n, P(n)〉. Символ ∀ на-
зывается квантором общности. Например, 〈∀a : a2 + 1 > 0〉. Читается это так:
«Для любого a верно, что a в квадрате плюс один больше нуля.»

При работе с кванторными высказываниями можно использовать ряд свойств
и соглашений.

С о г л а ш е н и я

1. Соглашение об области определения. Если из контекста ясно, о
какой области определения идет речь, то указание на нее можно опустить.

Например, 〈∀x ∈ R : sin 2x = 2 sinx cos x〉 то же самое, что и 〈∀x : sin 2x =
2 sin x cosx〉. Обычно это делают в том случае, когда высказывательная функ-
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ция является тождественно истинной на области определения. Однако не стоит
убирать область определения в высказывании 〈∀x ∈ (0, +∞) : x + 1/x > 0〉.

2. Соглашение о кванторе общности. Квантор общности, стоящий сна-
ружи (впереди), можно опустить, если перед этим было реализовано первое
из соглашений об области определения. Например, высказывание 〈sin 2x =
2 sin x cosx〉 обычно воспринимается как тождество, справедливое без всяких
ограничений.

3. Соглашение о скобках и знаках препинания. Скобки, внутри ко-
торых стоит ограничение на переменную, можно опустить. Треугольные (или
фигурные) скобки, которыми заключена высказывательная функция, можно
заменить круглыми или квадратными или опустить вовсе, отделив высказыва-
тельную функцию от ограничений вертикальной чертой или двоеточием. Запя-
тые при этом обычно не ставятся. Например, 〈∀x(x ∈ R), 〈sin x − x2 < 1〉〉 =
〈∀x ∈ R : sinx− x2 < 1 〉.

С в о й с т в а к в а н т о р о в

1. Одноименные соседние кванторы в простом кванторном выска-
зывании можно переставлять.

Например: 〈∀x∀y : x2 + y2 ≥ 0〉 = 〈∀y ∀x : x2 + y2 ≥ 0〉.
2. При перенесении (перестановке) квантора общности налево по-

лучается высказывание, являющееся следствием первоначального. То
есть либо значение высказывания не изменится, либо ложное станет истинным.
Например: 〈∃M > 0 ∀x > 0 : x2 ≥ M〉 = л; 〈∀x > 0 ∃M > 0 : x2 ≥M〉 = и.

3. При перенесении (перестановке) квантора существования нале-
во первоначальное высказывание является следствием полученного.
То есть либо значение высказывания не изменится, либо истинное станет лож-
ным. Например: 〈∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < δ < ε〉 = и; 〈∃δ ∀ε : 0 < δ < ε〉 = л.

З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ Какие из указанных высказываний являются истинными?

A: Для любого положительного x и любого числа y сумма x+y положительна.
B: Существует x такое, что для любого y сумма x+y является положитель-
ным числом.
C: Для любого x существует y такое, что сумма x+y является положитель-
ным числом.
D: Для любого целого n и любого натурального числа k сумма n + k является
натуральным числом.
E: Существует целое n такое, что для любого натурального k сумма n + k
является натуральным числом.
F : Для любого целого n существует натуральное k такое, что сумма n + k
является натуральным числом.
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Решение. Высказывание A(1) имеет вид 1 + q = 1− q2

1− q
. Оно проверяется про-

стым перемножением. Предположим теперь, что верно высказывание A(n). То-
гда

1+ q + q2 + . . .+ qn + qn+1 = 1− qn+1

1− q
+ qn+1 = 1− qn+1 + qn+1 − qn+2

1− q
= 1− qn+2

1− q
.

Утверждение A(n + 1), таким образом, доказано.

Пример 4. (Неравенство Бернулли.) Для любого n ∈ N верно высказыва-
ние

A(n) = 〈∀q ≥ −1 : (1 + q)n ≥ 1 + qn〉.

Решение. Высказывание A(1) имеет вид 1 + q = 1 + q, и оно, конечно, верно.
Предположим теперь, что верно высказывание A(n), то есть (1 + q)n ≥ 1 + qn.
Умножим это равенство на выражение (1+q). Получим: (1+q)n+1 ≥ (1+qn)(1+
q). Раскрывая скобки, получим (1 + q)n+1 ≥ 1 + qn + q + q2n ≥ 1 + q(n + 1).
Утверждение A(n + 1), таким образом, доказано.

З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1. Докажите, что для любого n ∈ N справедливы равенства:

a) 13 + 23 + 33 + . . . + n3 =
(

n(n + 1)

2

)2

;

b) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . . + n(n + 1) = n(n + 1)(n + 2)

3
;

c) 1

1 · 2 + 1

2 · 3 + . . . + 1

n(n + 1)
= n

n + 1
;

d) 1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ . . . + 1

2n− 1
− 1

2n
= 1

n + 1
+ 1

n + 2
+ . . . + 1

2n
.

Упр. 2. Докажите, что
a) 2n > n2 при всех n ≥ 5; b) 2n > n3 при всех n ≥ 10.

Упр. 3. Докажите, что

√
2 +

√
2 +

√
2 + . . . +

√
2 < 2 (корень извлекается

n раз).

Упр. 4. Докажите, что если n ∈ N , то:

a) 10n + 8 ... 18; b) 55n−2 + 3 ... 4; c) 23n − 2n ... 3.

Примечание. Запись n
... k читается так: «n делится на k» и означает, что

n кратно k.
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Пpостейшие свойства и некотоpые значения числа Ck
n можно получить непо-

сpедственно из опpеделения. Hапpимеp:
1. C0

n = Cn
n = 1, поскольку существует pовно одно подмножество, не имею-

щее ни одного элемента (пустое подмножество), и существует pовно одно под-
множество, имеющее n элементов (само множество X).

2. C1
n = n, поскольку в X существует pовно n элементов, котоpые и являются

одноточечными подмножествами.
3. Ck

n = Cn−k
n . Это свойство называется симметpией биномиальных коэффи-

циентов. Чтобы понять, откуда оно возникло, пpедставим себе, что мы «убpали»
из X некотоpое подмножество, состоящее из k элементов. Осталось дополнение,
содеpжащее n − k элементов. Если убеpем дpугое подмножество, содеpжащее
также k элементов, то и дополнение будет дpугим, содеpжащим n − k элемен-
тов. Таким обpазом, число k-элементных множеств совпадает с числом n − k-
элементных множеств, что и означает симметpию.

Отсюда, в частности, следует, что Cn−1
n = n.

4. C0
n + C1

n + C2
n + . . . + Cn

n = 2n. Действительно, слева написана сумма
чисел всех подмножеств с числом элементов, pавным 0, 1, . . . n, то есть число
всех подмножеств вообще, которое pавно 2n.

Для того чтобы получить дpугие свойства и значения чисел Ck
n, pассмотpим,

как выглядят pазложения степени (a + b)n пpи конкpетных значениях n :

(a + b)0 =
(a + b)1 =
(a + b)2 =
(a + b)3 =
(a + b)4 =

1
a + b

a2 + 2ab + b2

a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
Спpава от чеpты мы выписали таблицу коэффициентов соответствующих

pазложений бинома. Эта таблица называется тpеугольником Паскаля, а эле-
менты этой таблицы и есть числа Паскаля, или биномиальные коэффициенты.

Можно догадаться, как стpоится таблица коэффициентов: кpайние элементы
в таблице pавны 1, а каждый «внутpенний» элемент pавен сумме двух выше-
стоящих, ближайших к нему. Зная это пpавило, напишем еще одну стpоку в
таблице.

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Слева от чеpты мы выписали обозначения соответствующих коэффициен-
тов. Эти обозначения используются и в знаменитой фоpмуле бинома Hьютона:

(a + b)n = C0
nan + C1

nan−1b1 + C2
nan−2b2 + . . . + Cn−1

n a1bn−1 + Cn
n bn.
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Чтобы понять, что биномиальные коэффициенты имеют пpямое отношение
к числу подмножеств данного конечного множества, пpедставим (a+ b)n в виде
пpоизведения (a + b)(a + b) · · · (a + b) и мысленно пеpемножим скобки. После
пеpемножения и до пpиведения подобных членов в общей получившейся сумме
будет несколько одинаковых слагаемых вида akbn−k.

Количество этих слагаемых pавно числу способов, котоpыми мы можем из
всех скобок выбpать k таких, которые соответствуют выбоpу a пpи пеpемно-
жении. В остальных скобках мы выбиpаем b. Это и означает, что мы из всего
множества n скобок выбиpаем всевозможные k-элементные подмножества.

Мы доказали, что число сочетаний совпадает с соответствующим коэффи-
циентом в биноме Hьютона.
Фактоpиал. Для того чтобы выписать общую фоpмулу для числа сочетаний,
нам понадобится достаточно пpостое и часто используемое понятие. Фактоpиа-
лом n! натуpального числа n называется пpоизведение всех натуpальных чисел,
не пpевосходящих n. По договоpенности считается, что 0! = 1. Таким обpазом,
n! = 1 · 2 · 3 · · ·n.

Пpимеpы: 1! = 1, 2! = 2, 5! = 120, 6! = 720, 10! = 3 628 800.

Отметим, что фактоpиалы очень быстpо «наpастают», напpимеp пpи n = 30
обpазуется число, содеpжащее 33 знака.

Оказывается, что n! в точности pавен числу способов, котоpыми можно pас-
положить n элементов (составить список, в котоpом был бы важен поpядок),
или, дpугими словами, числу пеpестановок из n элементов. Перестановкой из n
элементов называется любой упорядоченный набор этих элементов. Число всех
перестановок из n элементов равно Pn = n(n− 1) · · · 2 · 1 = n!.

Используя понятие пеpестановки, мы можем получить явную фоpмулу для
числа сочетаний. Действительно, отделим мысленно гpуппу в k элементов из
общего набоpа, состоящего из n элементов. После пеpестановок в общем набоpе
мы должны отождествить те из них, котоpые лишь пеpеставляют элементы
внутpи отделенной гpуппы (таких будет k! штук), а затем те из них, котоpые
лишь пеpеставляют элементы в дополнительном множестве (таких будет (n−k)!
штук).

Таким обpазом, k!(n− k)!Ck
n = n!, откуда следует фоpмула для числа соче-

таний:

Ck
n =

n!
k! (n− k)!

.

Заметим, что, несмотpя на то что выpажение, опpеделяющее биномиальный
коэффициент, дpобное, pезультат, в силу самого опpеделения числа сочетаний,
является целым числом.

Пpимеpы: C1
5 = 5, C2

6 = 15, C3
5 = C2

5 = 10, C5
10 = 252, C6

12 = 924.

Размещения и перестановки. Размещением n элементов на k местах называ-
ется упорядоченный набор из k различных элементов n-элементного множества
X. При этом предполагается, что каждое место занято в точности одним элемен-
том и все элементы различны. Число всех различных размещений обозначается
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через Ak
n. Если k = n, то размещения называются перестановками. Число всех

перестановок элементов множества X обозначается через Pn. При этом

Ak
n = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1) = n!

(n− k)!
, Pn = n!.

Пpактическое вычисление числа сочетаний. Заметим, что вычисление
биномиальных коэффициентов на калькулятоpе или компьютеpе затpуднитель-
но из-за быстpого наpастания фактоpиалов, и в связи с этим pекомендуется,
пpежде чем пеpеходить к пpактическому вычислению, выписать соответствую-
щие пpоизведения и, насколько возможно, упpостить дpоби.

Пpимеpы: C4
8

C4
10

= 8!

4! · 4! ·
4! · 6!
10!

= 8!

10!
· 6!

4!
= 6 · 5

10 · 9 = 1

3
; C2

8 · C4
8

C6
16

= 8 · 7
2
·

↘8 · 7 · ↘6 · ↘5
� 4· � 3· � 2 · 6 · 5· � 4· � 3· � 2

↘16 · ↘15 · 14 · 13 · 12 · 11 = 8 · 7
2
· 7 · 6 · 5

14 · 13 · 12 · 11 = 7 · 5
13 · 11 = 35

143
.

Разумеется, подобный подход осуществим далеко не всегда. Иногда пpи вы-
числении гpомоздких выpажений полезно их пpологаpифмиpовать или исполь-
зовать пpиближенную фоpмулу Стиpлинга:

n! ≈ √
2πn nn e−n.

З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ Вычислите: a) A3

8, A4
6, A2

15, A4
4;

b) C2
6 , C7

10, C6
11, C4

14, C2
20, C3

21; c) C16
18

C16
20

,
C5

20

C5
40

,
C4

60

C27
30

.

Упр. 2.
◦ Вычислите коэффициент a) при x8 в разложении (x + 1)10;

b) при x4 в разложении (x +
√

2)10; c) при x2 в разложении
(
x + 1

x

)10

.

Упр. 3.
◦ Оцените числа 10!, 20!, 30!, 40!, 50!.

Упр. 4.
◦ Используя бином Hьютона, вычислите пpи n = 1, 2, 3, 4, 5 числа

Sn = 1√
5

[(√
5 + 1

2

)n

−
(

1−√5

2

)n ]
.

(Получившиеся числа называются числами Фибоначчи.)

Упр. 5. Пpовеpьте спpаведливость следующих pавенств пpи n = 1, 2, 3, 4, 5 :

a) C0
n − C1

n + C2
n − C3

n + . . . + (−1)n Cn
n = 0;

b) C0
n + 1

2
C1

n + . . . + 1

n + 1
Cn

n = 2n+1 − 1

n + 1
;
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c)
(
C0

n

)2
+
(
C1

n

)2
+
(
C2

n

)2
+ . . . + (Cn

n )2 = Cn
2n;

d) C0
2n − (

C1
n

)2
+
(
C2

n

)2 − . . . + (−1)n (Cn
n )2 = Cn

2n;

e) C1
n + 2 C2

n + . . . + n Cn
n = 2n−1 n;

f) C1
n − 2 C2

n + . . . + (−1)n−1n Cn
n = 0.

Упр. 6. Используя основную фоpмулу для числа сочетаний, докажите следу-
ющие тождества:
a) k Ck

n = n Ck−1
n−1 ; b) Ck

n+1 = Ck
n + Ck−1

n .

Упр. 7.
◦ Укажите наибольшее из чисел Ck

n, k = 0, 1, . . . , n, если a) n = 10;
b) n = 2010; c) n = 2009.

Упр. 8.
◦ В туpниpе встpечаются 16 споpтсменов, пpичем каждая паpтия

заканчивается либо победой, либо поpажением одного из них. Сколько паpтий
должно быть сыгpано, если туpниp пpоводится

a) по кpуговой системе, пpичем каждая паpа игpает pовно один pаз?
b) по олимпийской системе, с выбыванием на каждом кpуге пpоигpавших?

Упр. 9.
◦ Сколько имеется четырехзначных чисел, у которых каждая цифра

a) меньше предыдущей; b) больше предыдущей?

Упр. 10.
◦ Каким числом способов из 10 человек можно выделить группу из 4

человек, если
а) порядок в группе существен?
b) порядок в группе не играет роли?
c) после утверждения группы в ней выбирается «начальник» и остальные

члены группы «не упорядочены»?
d) сначала назначается «начальник», и затем из оставшихся 9 человек

выбираются остальные члены группы, которые «не упорядочены»?

Упр. 11.
◦ Каково число pазличных маpшpутов из

точки O в точку A на сети, изобpаженной на pи-
сунке спpава, если движение может пpоисходить
лишь впpаво или ввеpх? �

�

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
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•

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

∗

∗

0

A

О т в е т ы

Упр. 1. a) 336, 360, 210, 24; b) 15, 120, 462, 1001, 190, 1330; c) ≈ 0.0316, ≈ 0.0236, =

1345.2. Упр. 2. a) 45, b) 1680, c) 210. Упр. 3. 10! ≈ 3.63 · 106, 20! ≈ 2.43 · 1018, 30! ≈
2.65 · 1032, 40! ≈ 8.16 · 1047, 50! ≈ 3.04 · 1064. Упр. 4. S1 = 1, S2 = 1, S3 = 2, S4 =

3, S5 = 5. Упр. 7. a) C5
10; b) C1005

2010 ; c) C1004
2009 = C1005

2009 . Упр. 8. a) 120; b) 15. Упр. 9.
a) C4

10 = 210; b) C4
9 = 126. Упр. 10. a) 5040, b) 210, c) 840, d) 840 Упр. 11. 792.
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6. Конечные и бесконечные множества
Натуральный ряд
Начнем с определения. Два множества называются эквивалентными, если суще-
ствует биекция одного множества на другое. В этом случае говорят также, что
множества можно поставить во взаимно однозначное соответствие. Если множе-
ства A и B эквивалентны, то пишут A ∼ B.

Напомним, что пустым мы называем множество, не имеющее ни одного эле-
мента. Если в множестве есть хоть один элемент, то «вынем» его из множества и
«отложим в сторону». Затем вынем следующий элемент и вновь отложим. Если
через конечное число шагов наше множество останется пустым, то мы говорим,
что множество было конечным.

Заметим, что это рассуждение не годится для того, чтобы служить опре-
делением конечного множества, поскольку слово «конечное» мы использовали
внутри определения («конечное число шагов»). Таким образом, мы восприни-
маем слово «конечное» (как и слово «множество») как аксиоматическое, инту-
итивно понятное, предполагая, что при его использовании разными людьми в
разное время в разных обстоятельствах не возникнет разночтений.

Природа элементов при этом нас не интересует. Ребенок, который знако-
мится с понятием числа, и слышит, как взрослые говорят «пять яблок», «пять
стульев», «пятеро детей», через некоторое время начинает понимать, что слово,
обозначающее число, — это единственная характеристика, которая одинакова
для всех эквивалентных между собой множеств и различна, если множества
неэквивалентны. Таким образом, возникает понятие натурального числа как
обозначения класса эквивалентных между собой множеств. К этому можно до-
бавить ноль как обозначение класса, состоящего из единственного множества —
пустого.

Второй подход к определению натурального числа состоит в наличии «счи-
талочки», в том, что «откладывая в сторону» элементы множества, мы пере-
считываем их. При этом мы инстинктивно используем одни и те же аксиомы,
(которые называются аксиомами Пеано), а именно:

1) «Начальное» число, которое мы называем единицей, является натураль-
ным.

2) Для каждого числа существует единственное «последующее» натуральное
число. Само число для этого последующего называется «предыдущим». Если n
— натуральное число, то последующее обозначаем через n′.

3) Для единицы нет предыдущего числа.
4) Если предыдущее существует, то оно единственно.
5) Если «в корзину» отложили единицу и, кроме того, вслед за каждым чис-

лом отложили последующее, то в корзине оказалось все множество натуральных
чисел.

Множество натуральных чисел называется также натуральным рядом и обо-
значается N. Начальным отрезком натурального ряда называется его подмно-
жество, которое содержит единицу, и для каждого числа, кроме одного, назы-

36



ваемого концом отрезка, наряду с ним содержит и последующее. Множество
называется конечным, если оно эквивалентно отрезку натурального ряда. При
этом число элементов этого множества равно концу этого отрезка.

Простая арифметика
Ребенок знакомится со считалочкой в два — два с половиной года. Еще год ему
нужно, чтобы осознать, что если к трем прибавить два, то получится пять. При
этом «сложность» задачи для него состоит в том, чтобы осознать сам глагол
«прибавить», и он начинает понимать, что прибавить единицу означает назвать
последующее число. Для осознания глагола «умножить» ребенку нужно еще
пару лет.
Аксиомы сложения. Если n и m — натуральные числа, то

1) n + 1 = n′,
2) n + m′ = (n + m)′.

Первая теорема арифметики. 2 + 2 = 4.
Доказательство. Число, следующее за единицей, имеет имя «два» (2), следу-
ющее за двумя — «три» (3), за тремя — «четыре» (4). Используя аксиому 2,
запишем: 2 + 2 = 2 + 1′ = 3′ = 4. Доказательство закончено.
Аксиомы умножения. Если n и m — натуральные числа, то

1) n · 1 = n,

2) n ·m′ = n ·m + n.

Вторая теорема арифметики. 2 · 2 = 4.
Доказательство. Используя аксиомы 2 и 1, запишем: 2 · 2 = 2 · 1′ = 2 · 1 + 2 =
2 + 2 = 4. Доказательство закончено.

Аксиомы сложения и умножения — это аксиомы, которые определяют опе-
рации на этом множестве. Они указывают аксиоматические свойства операций.
Их должно быть немного и они должны быть естественными, то есть такими,
какими инстинктивно пользуется ребенок, независимо от того, в какой семье,
в какой стране и в какое время он родился. Остальные, выводимые свойства
операций доказывают, опираясь на аксиоматические.

В частности, можно доказать, что операции являются коммутативными (n+
m = m + n, n ·m = m ·n) и ассоциативными ((n + m) + k = n + (m + k)), (n ·m) ·
k = n · (m · k)). Кроме того, операция умножения дистрибутивна относительно
операции сложения (n · (m + k) = n ·m + n · k).
Счетные и несчетные множества
Бесконечным мы называем множество, не являющееся конечным. В силу самой
конструкции «считалочки» справедливо следующее утверждение.
Первое характеристическое свойство бесконечных множеств. Любое
множество, не являющееся конечным, содержит подмножество, эквивалент-
ное натуральному ряду.
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Отметим теперь, что в силу самого определения числа множество, имею-
щее шесть элементов, не может быть эквивалентно множеству, имеющему пять
элементов. Это не так для бесконечных множеств.

Простейшим примером является биекция, которая сопоставляет каждому
числу натурального ряда его последующее. То есть множества N и N \ {1}
эквивалентны. Тем самым, бесконечные множества обладают еще одним отли-
чительным свойством:
Второе характеристическое свойство бесконечных множеств. У каж-
дого бесконечного множества найдется собственное (то есть отличающееся
от самого множества) подмножество, эквивалентное этому множеству.

Бесконечное множество называется счетным, если оно эквивалентно нату-
ральному ряду, то есть все его элементы можно пронумеровать. Приведем дру-
гой пример.
Теорема о счетности множества рациональных чисел. Множество Q,
то есть множество чисел вида q = m

n
, где m ∈ Z, n ∈ N, m и n — взаимно

просты, счетно.
Доказательство. Нумеровать рациональные числа будем «по шагам».

Шаг 1. Рассмотрим все числа q указанного вида, такие что |q| ≤ 1 и n ≤ 1.
Таких чисел ровно три: −1, 0, 1. Присвоим им номера 1, 2, 3.

Шаг 2. Во вторую группу входят числа, удовлетворяющие условиям |q| ≤ 2,
n ≤ 2 и, кроме того, не входящие в первую группу. Их уже больше, но тоже
конечное число. Упорядочим их по возрастанию: −2, −3

2
, −1

2
,

1

2
,

3

2
, 2. Теперь

продолжим нумерацию, используя натуральные числа от 4 до 9.

. . .

Шаг k. Продолжая подобным образом, в k-ю группу включаем числа, удовле-
творяющие условиям |q| ≤ k, n ≤ k и, кроме того, не входящие в предыдущие
группы. Таких чисел тоже конечное число, и их нумеруем, упорядочив, напри-
мер, по возрастанию.

Поскольку каждое рациональное число попадает в одну, и только одну груп-
пу, то каждому рациональному числу будет присвоен какой-либо номер. При
этом разным числам присваиваются разные номера. Теорема доказана.

Таким образом, класс множеств, эквивалентных натуральному ряду, доста-
точно обширен, но он далеко не исчерпывает все бесконечные множества. Даже
если это числовые множества, что показывает следующая теорема.
Теорема Кантора о несчетности множества вещественных чисел на
промежутке (0; 1). Множество точек в интервале (0; 1) несчетно.

Прежде чем доказывать теорему, сделаем одно замечание. Каждое веще-
ственное число может быть представлено десятичной дробью — конечной или
бесконечной. Это представление взаимно однозначно за исключением единствен-
ного случая — когда в представлении числа бесконечной дробью начиная с неко-
торого места идут девятки. В этом случае у числа есть и другое представление:
конечной дробью, которая образуется, если отброшена часть, содержащая, на-
чиная с некоторого места, одни девятки, а в оставшейся части последний разряд
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увеличен на единицу. Например, 11, 999 . . . = 12, 11, 090999 . . . = 11, 091.
Доказательство теоремы будем проводить «от противного», используя так
называемый диагональный метод Кантора. Предположим, что все-таки каким-
либо образом удалось пронумеровать все положительные числа от нуля до еди-
ницы. Расположим эти пронумерованные числа «столбиком»:

1 ←→ 0, a1
1 a1

2 a1
3 a1

4 . . . a1
k . . .

2 ←→ 0, a2
1 a2

2 a2
3 a2

4 . . . a2
k . . .

3 ←→ 0, a3
1 a3

2 a3
3 a3

4 . . . a3
k . . .

4 ←→ 0, a4
1 a4

2 a4
3 a4

4 . . . a4
k . . .

. . . . . . . . .
k ←→ 0, ak

1 ak
2 ak

3 ak
4 . . . ak

k . . .
. . . . . . . . .

Выберем теперь из первой строчки первую цифру после запятой, из второй
строчки вторую и так далее. После этого построим число

b = 0, b1 b2 b3 b4 . . . bk . . . ,

где bk — любая цифра, отличающаяся от ak
k и от 9.

Запись этого числа отличается от любой, находящейся в таблице. Следова-
тельно, число b не может в ней находиться. Получили противоречие, доказыва-
ющее теорему.

Мощность множества
В начале главы мы дали определение целого неотрицательного числа как обо-
значения класса эквивалентных между собой конечных множеств. Если убрать
слово «конечных» и слово-посредник «обозначения», то получим определение
мощности как расширения понятия числа.

Мощностью называется класс эквивалентных множеств.
Мощностью A произвольного множества A называется мощ-
ность, которой он принадлежит. Говорят также, что A

имеет мощность A.

Мощность счетного множества (мощность натурального ряда) иногда назы-
вают счетной мощностью.

Мощность множества всех вещественных чисел на прямой называют мощ-
ностью континуума.

Мощности можно сравнивать. Говорят, что A ≤ B, если существует B′ ⊂ B
такое, что A ∼ B′. Сформулируем утверждение, доказывающее корректность
такого определения.
Теорема Шредера – Кантора – Бернштейна. Если A ∼ B′ ⊂ B и B ∼
A′ ⊂ A, то A ∼ B.
Следствие (теорема об альтернативе). Для любых двух множеств A и B

имеет место альтернатива: A < B, или A > B, или A = B.
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Предел и производная

1. Последовательности
Последовательностью называют пронумерованный ряд чисел. Нумерация при
этом может начинаться с любого целого числа (чаще всего с единицы) и закан-
чиваться каким-либо натуральным числом. Например: {xn}5n=2 = {x2, x3, x4,
x5}. В этом случае мы говорим о конечной последовательности. Чаще в кур-
се математического анализа рассматриваются бесконечные последовательности.
При этом нумерация, как правило, начинается с 1. В этом случае мы определяем
последовательность как функцию, заданную на множестве натуральных чисел,
и записываем {xn}∞1 . Иногда для краткости мы будем писать просто {xn} или
xn. При этом обычно этой функции соответствует функция x(t), определенная
при t ∈ [1, +∞) такая, что x(n) = xn при n ∈ N. Такую функцию мы будем
называть определяющей. Однако в ряде случаев такую определяющую функ-
цию найти непросто, особенно если последовательность задана рекуррентным
способом, то есть каждый ее член определяется через предыдущие.

Простейшие свойства последовательностей
Основным в курсе математического анализа является определение предела по-
следовательности, однако прежде чем к нему переходить, дадим еще несколько
интуитивно понятных и естественных определений.

Последовательность называется
возрастающей, если n > k =⇒ xn ≥ xk; строго возрастающей, если n >

k =⇒ xn > xk; (cоответственно определяются убывающая и строго убывающая
последовательности);

монотонной, если она убывающая или возрастающая;
ограниченной сверху, если ∃M ∈ R : ∀n xn ≤ M. Аналогично определяется

ограниченная снизу последовательность. {xn} называется просто ограниченной,
если она ограничена и сверху, и снизу;

положительной (отрицательной), если ∀n xn > (<)0, знакопостоянной, если
она положительна или отрицательна, знакопеременной, если она содержит как
положительные, так и отрицательные члены, и знакочередующейся, если знаки
ее членов чередуются.

Иногда указанные термины употребляются и в том случае, когда соответ-
ствующее свойство выполняется не всегда, а лишь начиная с некоторого номера.

Пример 1.
a) xn = (−1)n/n — знакочередующаяся, ограниченная последовательность;
b) xn = lnn — положительная (при n > 1), строго возрастающая неогра-

ниченная последовательность;
c) xn = sin n

n
— знакопеременная ограниченная последовательность.

Пример 2. Доказать, что последовательность xn = 3n− 1

2n + 1
является моно-

тонной и ограниченной.
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Решение. xn < xn+1 ⇔ 3n− 1

2n + 1
<

3(n + 1)− 1

2(n + 1) + 1
⇔ 3n− 1

2n + 1
<

3n + 2

2n + 3
⇔ (3n −

1)(2n + 3) < (3n + 2)(2n + 1) ⇔ 6n2 + 7n− 3 < 6n2 + 7n + 2 ⇔ −3 < 2, что
очевидно. Таким образом, мы доказали, что последовательность xn монотонно
возрастает. Докажем, что последовательность ограничена сверху (тот факт, что
она ограничена снизу, очевиден: все члены последовательности положительные
числа, и, следовательно, xn ≥ 0). Оценим сверху дробь, определяющую xn :
3n− 1

2n + 1
<

3n

2n + 1
<

3n

2n
= 3

2
. Утверждение доказано.

Пример 3. Доказать, что последовательность xn = 1

2 + 1
+ 1

22 + 1
+ 1

23 + 1
+

. . . + 1

2n + 1
ограниченна.

Решение. xn <
1

2
+ 1

22
+ . . . + 1

2n
<

1

2
+ 1

22
+ . . . + 1

2n
+ . . . = 1/2

1− 1/2
= 1.

Пример 4. Доказать, что последовательность xn = 1

n

(
1 + 1

n

)n

является
ограниченной.

Решение 1-е. Оценка снизу очевидна (xn > 0). Чтобы оценить последователь-
ность сверху, запишем xn в виде xn = 1

n
· 1

zn
, где zn =

(
1− 1

n + 1

)n

. Используя

неравенство Бернулли, получим неравенство zn =
(
1− 1

n + 1

)n

≥ 1 − n

n + 1
=

1

n + 1
. Следовательно, xn ≤ 1

n
· 1

1/(n + 1)
= n + 1

n
≤ 2.

Решение 2-е. Докажем сначала, что xn убывает. Для этого рассмотрим отно-
шение xn/xn−1 и покажем, что оно меньше 1.

xn

xn−1
= 1

n

(
n + 1

n

)n n− 1

1

(
n− 1

n

)n−1

=
(

n2 − 1

n2

)n

< 1.

Следовательно, 0 < xn ≤ x1 = 2. Утверждение доказано.

Пример 5. Доказать, что последовательность xn = n

2n
монотонно убывает

и ограниченна.

Решение. xn ≥ xn+1 ⇔ n

2n
≥ n + 1

2n+1
⇔ 2n ≥ n + 1. Таким образом, моно-

тонность доказана, причем, начиная с n = 2, монотонность строгая. Поскольку
0 < xn ≤ x1 = 1

2
, то ограниченность очевидна.

Другой способ доказательства монотонности и ограниченности состоит в
том, что для изучаемой последовательности xn рассматривается соответству-
ющая определяющая функция x(t) (t ≥ 1) и с помощью производной пока-
зывается ее монотонность и ограниченность. Например, если xn = 3n− 1

2n + 1
, то

x(t) = 3t− 1

2t + 1
⇒ x′(t) = 5

(2t + 1)2
> 0. При использовании этого способа мы
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несколько забегаем вперед, однако «порочного круга» (утверждение A доказы-
вается с помощью B, которое, в свою очередь, доказывается с использованием
A) мы в данном случае можем не опасаться, поскольку доказательство условия
монотонности функции не использует свойств последовательностей.

Предел последовательности
Число � называется пределом последовательности {xn}∞n=1, если

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : n > N =⇒ |xn − �| < ε

(для любого положительного эпсилон существует число N такое, что если номер
n больше N, то xn отличается по модулю от � меньше чем на эпсилон).

Если последовательность xn имеет предел, то говорят, что она сходится, или
является сходящейся. Если этим пределом является число �, то пишут xn → �
при n →∞ или lim

n→∞xn = �.
Утверждение. Любая сходящаяся последовательность ограниченна.

�

�

n

x
N 1

xn = 1√
n

, lim
n→∞xn = 0

ε = 1/3
ε

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

�

�
� � � � � � � • • • • • • • • • • •

N(ε) = 9

�

�

n

x
N 2

xn = 2n− 3

5n + 1
, � = lim

n→∞xn =
2
5

ε = 1/7
0

�

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20�
� � � • • • • • • • • • • • • • • • •

N(ε) = 4

Пример 6. xn = 2n− 3

5n + 1
. По заданному числу ε найти число N(ε).

Решение. Сначала выдвигаем гипотезу, что � = 2/5. Неравенство |xn − �| < ε
выглядит так:∣∣∣2n− 3

5n + 1
− 2

5

∣∣∣ < ε ⇐⇒
∣∣∣∣10n− 15− 10n− 2

5(5n + 1)

∣∣∣∣ < ε ⇐⇒ 1

5n + 1
<

5

17
ε ⇐⇒ 5n + 1 >

17

5ε
⇐⇒ n >

1

5

(
17

5ε
− 1

)
. Заметим, что нам не обязательно иметь точное значе-

ние N(ε). Достаточно получить такой номер, начиная с которого неравенство
выполняется наверняка. В данном случае можно взять, например, N(ε) =

[
1

ε

]
.
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Упр. 1. Для следующих последовательностей укажите по ε номер N(ε), на-
чиная с которого выполняется неравенство |xn − �| < ε.

a) xn = cos n

n2
; b) xn = n22−n; c) xn = n tg 1

n2
; d) xn = ln n2

n!
.

�

�

n

x
N 3

xn =
sin n

n
, lim

n→∞xn = 0

ε = 1/6
0
ε

n =2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

�

�

�
� �

•
• • • • • • • • • • • • • •

N(ε) = 5

xn =
√

n2 + 2n−
√

n2 − 2n


 = lim
n→∞xn = 2

�

�

n

x
N 4

ε = 1/6
0

�

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

�
• • • • • • • • • • • • • • • • • •

N(ε) = 2

Теорема об арифметических операциях с пределами. Если последова-
тельности xn и yn являются сходящимися, то последовательности xn + yn,
xn − yn, xn · yn также являются сходящимися, причем:

lim
n→∞(xn + yn) = lim

n→∞ xn + lim
n→∞ yn,

lim
n→∞(xn − yn) = lim

n→∞ xn − lim
n→∞ yn,

lim
n→∞(xn · yn) = lim

n→∞ xn · lim
n→∞ yn.

Все то же самое верно и для отношения xn

yn
, но при дополнительном

предположении, что lim
n→∞ yn �= 0.

xn = 7 · 3n − 5 · 2n

5 · 3n − 7 · 2n+1
, 
 = lim

n→∞ xn = 7

5

�

�

n

x
N 5

ε = 1/5
0

�

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
�

�

�
� � • • • • • • • • • • • • •

N(ε) = 7
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Бесконечно малые и бесконечно большие величины
Последовательность xn называется бесконечно малой (б.м.), если xn → 0 при
n →∞.
Определение. Говорят, что последовательность {xn}∞n=1 стремится к беско-
нечности (и пишут xn →∞), если

∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ |xn| > E.

Если выполняется условие ∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ xn > E, то говорят, что
последовательность стремится к плюс бесконечности (xn → +∞).

Если выполняется условие ∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ xn < −E, то говорят,
что последовательность стремится к минус бесконечности (xn → −∞).

Последовательность xn называется бесконечно большой (б.б.), если xn → ∞
при n →∞.
Утверждение. Произведение б.м. последовательности на ограниченную есть
б.м. последовательность. Если ограниченную последовательность разделить
на б.б., то получится б.м. последовательность.
Утверждение. Любая сходящаяся последовательность может быть пред-
ставлена как сумма постоянной (равной пределу) и б.м. последовательности.

Примеры бесконечно малых последовательностей:

1

n
,

sin n2

√
n

,
1 + n

n2
, tg 1

n
,

√
n3 + n−

√
n3 − n,

n

2n
,

2n

n!
,

log2 n√
n

.

Примеры бесконечно больших последовательностей:

n2 − n + 1

n + 2
,

n

log2 n
,

3n

n2
,

n!

3n
, ctg 1

n
, n arctgn.

Дробно-рациональной функцией называется функция вида f(x) = Pm(x)

Qk(x)
,

где
Pm(x) = a0x

m + a1x
m−1 + . . . + am−1x + am, Qk(x) = b0x

k + b1x
k−1 + . . . +

bk−1x + bk, a0, b0 �= 0.

Теорема о дробно-рациональной функции:
если m < k, то lim

n→∞ f(n) = 0;

если m = k, то lim
n→∞ f(n) = a0

b0
;

если m > k, то f(n)→∞.

Пример 7. lim
n→∞

2n2 − 3n− 5

3n2 − 5n + 7
= 2

3
; lim

n→∞
1 + 2 + 3 + . . . + n

1 + 3 + 5 + . . . + 2n− 1
= 1

2
;

lim
n→∞

n3 − 1

(n + 1)(n2 + 1)
= 1; lim

n→∞
n3 + 1

(n− 1)(n3 + n2 + n + 1)
= 0.

Теорема о переходе к пределу в неравенстве. Если последовательности
xn и yn являются сходящимися и ∀n : xn ≤ yn, то lim

n→∞ xn ≤ lim
n→∞ yn.
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Рекуррентные последовательности
Говорят, что последовательность задается рекуррентным соотношением, если каж-
дый член этой последовательности является заданной функцией предыдущих
членов этой же последовательности. При этом для корректного задания по-
следовательности необходимо задать также значения одного или нескольких
первых членов этой последовательности.

Примеры:
x1 = 1, xn+1 = xn

n + 1
, n = 1, 2, 3, . . . =⇒ x2 = 1

2
, x3 = 1

6
, . . .

x1 = 1, xn+1 = 2xn, n = 1, 2, 3, . . . =⇒ x2 = 2, x3 = 4, . . .
x1 = 1, xn+1 =

√
x2

n + 1, n = 1, 2, 3, . . . =⇒ x2 =
√

2, x3 =
√

3, . . .
x1 = 1, x2 = 1, xn+1 = xn−1 + xn, n = 2, 3, . . . =⇒ x3 = 2, x4 = 3, x5 = 5, . . .

Пример 9. Доказать, что последовательность, задаваемая начальным усло-
вием x1 =

√
2 и рекуррентным соотношением xn+1 =

√
2 + xn, n = 1, 2, 3 . . . ,

сходится, и найти ее предел.

Решение. Сначала докажем методом математической индукции, что после-
довательность является ограниченной, а именно, что xn < 2. База индукции
очевидна, поскольку

√
2 < 2. Предположим теперь, что xn < 2, и докажем, что

xn+1 < 2. Имеем, что xn+1 =
√

2 + xn <
√

2 + 2 = 2. Утверждение доказано.
Теперь докажем, что последовательность xn строго возрастает:
xn+1 > xn ⇔ √

2 + xn > xn ⇔ 2 + xn > x2
n ⇔ x2

n − xn − 2 < 0 ⇔
(xn + 1)(xn − 2) < 0. Поскольку xn > 0 и xn < 2, то последнее неравенство
очевидно. Монотонность доказана.

Из теоремы о монотонной ограниченной последовательности следует, что xn

имеет предел. Обозначим этот предел через �. Поскольку x2
n → �2 при n → ∞,

то из равенства x2
n+1 = xn + 2 следует, что �2 = � + 2 ⇔ (� + 1)(� − 2) = 0.

Поскольку � ≥ 0, то � = 2.

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 2.
◦ Для указанных последовательностей напишите формулу общего чле-

на. Что можно сказать об этой последовательности (является ли она моно-
тонной, ограниченной, сходящейся)?

a) 2, 5, 8, 11, . . . b) 1

3
,

4

5
, 1,

10

9
,

13

11
, . . . c) 2

5
,

5

8
,

8

11
,

11

14
, . . .

d) 8

3
, 2,

3

2
,

9

8
,

27

32
, . . . e) 1

2
,

2

3
,

3

4
,

4

5
, . . . f) 0, 1, 0,

1

2
, 0,

1

3
, 0, . . .

g) 0, 3, 8, 15, 24, . . . h) 1, 2, 6, 24, 120, . . . i) 1, 3, 7, 15, 31, . . .

Упр. 3.
◦ Какие из указанных в предыдущем упражнении последовательно-

стей являются: 1) возрастающими, 2) ограниченными, 3) сходящимися?

47



Упр. 4.
◦ Для каждой из указанных ниже последовательностей при ε = 0, 02

найдите номер N, обладающий тем свойством, что при n > N выполняется
неравенство |xn − 
| < ε :

a) sin n!√
n

; b) sin ln n

n + 7
; c) 3n− 1

3n + 1
; d) 7n− 3

7n + 3
; e) n− 1

n2 + 5
.

Упр. 5. Напишите пять первых членов указанных последовательностей. Яв-
ляются ли они монотонными? Если да, то докажите это.

a) 3n− 1

3n + 2
; b) n2 + 3

2n
; c) n + 1

n2
; d) 2n

3 + n
; e) 3n + 1

2n
; f) n!

nn
.

Упр. 6. Напишите пять первых членов указанных последовательностей. Яв-
ляются ли они ограниченными? Если да, то докажите это.

a) 5n + 1

2n− 1
; b) 3n

2n− 3
; c) 2n

n
; d) n2 + 1

2n
; e) n!

nn
; f) ln n

n
.

Упр. 7.
◦ Докажите, что следующие последовательности имеют предел:

a) an = 1

3 + 1
+ 1

32 + 1
+ 1

33 + 1
+ . . . + 1

3n + 1
;

b) bn = 1

2 + 1
+ 1

22 + 2
+ 1

23 + 3
+ . . . + 1

2n + n
;

c) cn = 1 + 1

2
+ 1

2 · 3 + 1

2 · 3 · 4 + . . . + 1

n!
;

d) dn = 1 + 1

22
+ 1

32
+ 1

42
+ . . . + 1

n2
.

Упр. 8.
◦ Найдите:

a) lim
n→∞

12n− 2

5n− 2
, b) lim

n→∞
n2 − 2 sin n

n (2 sin n− n)
; c) lim

n→∞
n−2 − 2 arctg n

3 arctg n− 3n−2
;

d) lim
n→∞

3n3 − 6n− 7

3n3 + n2 − 5n
; e) lim

n→∞

(
2 arctgn + 1

n

)
; f) lim

n→∞

(
n

n + 3

)3

;

g) lim
n→∞

2 + 4 + 6 + . . . + 2n

n2 + 1
; h) lim

n→∞(
√

n + 2−√n)
√

n; i) lim
n→∞

(
n

n + 3

)n

.

Упр. 9.
◦ Найдите:

a) lim
n→∞

2n− 12

2n− 5
, b) lim

n→∞
n3 − 3 sin n

n (2 sin n2 − n2)
; c) lim

n→∞
n−1 − 2 ln n

3 ln n− 3n−1
;

d) lim
n→∞

n2 − 6n− 7

n2 + n− 5
; e) lim

n→∞

(
2 ln n√

n
+ 1

n

)
; f) lim

n→∞

(
n

n + 3

)−3

;

g) lim
n→∞

n2 − 2 ln n2

n2 + ln n
; h) lim

n→∞(
√

n2 + 2n−
√

n2 − 2n); i) lim
n→∞

(
n

n + 1

)n+3

.
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Упр. 10.
◦ Найдите:

a) lim
n→∞

n2 + sin n

n(n + 3)
; b) lim

n→∞
n−2 + sin n−1

n−1(n−1 + 3)
; c) lim

n→∞
n−2 + sin n

n(n−1 + 3)
;

d) lim
n→∞

3 + 6 + . . . + 3n

3n2 + 2
; e) lim

n→∞
1 + 2 + . . . + 2n

1 + 2n
; f) lim

n→∞
1 + 3 + . . . + 3n

1 + 3n
.

Упр. 11.
◦ Рассмотрим последовательность xn+1 = 4xn(1−xn), x1 = p, p ≥ 0 :

a) пусть p = 1/3. Укажите несколько первых членов последовательности;
b) найдите значение p, при котором последовательность постоянна, то

есть x1 = x2 = . . .
c) найдите значение p, при котором последовательность периодична с пе-

риодом 2, то есть x1 = x3 = x5 = . . . = p, x2 = x4 = . . . Чему равно при этом
x2?

Упр. 12.
◦ Рассмотрим последовательность xn+1 = x2

n

n
, x1 = p, p > 0 :

a) пусть p = 1. Каково минимальное n, при котором xn < 0, 001?
b) пусть p = 2. Каково минимальное n, при котором xn > 1000?
c)� покажите, что при p ≤ √2 последовательность сходится, а при p ≥√

3 — расходится;
d)�� при каких значениях p последовательность сходится?

Упр. 13.
◦ Напишите несколько первых членов последовательности, определя-

емой указанным рекуррентным соотношением. Какие из последовательностей
являются монотонными? Какие ограниченными? Во всех случаях x1 = 1 :

a) xn+1 = 1 + xn

n
; b) xn+1 = 1 + x2

n

n
; c) xn+1 =

√
x2

n + 1;

d) xn+1 = 1− xn

n
; e) xn+1 = 1− x2

n

n
; f) xn+1 =

√
x2

n + xn.

Упр. 14.
◦ Какие из последовательностей, указанных в предыдущем упражне-

нии, являются сходящимися? Какой у них предел?

Упр. 15.
◦ Докажите, что последовательность, задаваемая начальным усло-

вием x1 = 3 и указанным рекуррентным соотношением, сходится, и найдите
ее предел.

a) xn+1 =
√

2 + xn; b) xn+1 = xn + 1

xn
; c) xn+1 = 1

xn
+ xn

2
;

d) xn+1 =
√

3 + xn; e) xn+1 = xn + 2

xn
; f) xn+1 = 1

2xn
+ 3xn

4
.

Упр. 16.
�Для двух последовательностей xn и yn заданы начальные условия

x0 = a, y0 = b, (0 < a < b), и рекуррентные соотношения

xn+1 = 2xnyn

xn + yn
, yn+1 = xn + yn

2
.

Являются ли последовательности сходящимися?
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Упр. 17.
◦ Ниже перечислены классы последовательностей:

A : сходящиеся последовательности;
B : ограниченные последовательности;
C : монотонные последовательности (убывающие или возрастающие);
D : последовательности, стремящиеся к бесконечности (плюс или минус

бесконечности);
E : бесконечно малые.
Укажите взаимоотношения между этими семействами. В частности,

для каких пар классов можно сказать, что один есть подмножество другого?

Упр. 18. К какому классу принадлежат последовательности xn, определен-
ные истинностью следующих утверждений:

A = 〈 ∃� ∈ R ∀ε ∈ (0, +∞)∃q ∈ Q : n > q =⇒ |xn − �| < ε〉;
B = 〈 ∃a∀ε ∈ N ∃k ∈ N : n > k =⇒ |xn − a| < ε〉;
C = 〈 ∃n ∈ N ∀k ∈ N : |xn+k| < 1〉;
D = 〈∀n ∈ N ∀k ∈ N : n > k =⇒ xn ≥ xk〉;
E = 〈∀E ∈ (0, +∞) ∃N : n > N =⇒ |xn| > E〉;
F = 〈∀ε > 0 ∃N = N(ε) : n > N =⇒ |xn| < ε〉;
G = 〈∀E > 0 ∃N : n > N =⇒ xn < −E〉;
H = 〈∀n ∈ N ∃v ∈ R : xn < v〉.

О т в е т ы

Упр. 2. a)xn = 3n − 1; b)
3n− 2

2n + 1
; c)

3n− 1

3n + 2
; d)

8

3
·
�

3

4

�n−1

; e)
n

n + 1
; g)n2 − 1; h) n!;

i) 2n − 1. Упр. 3. Ограниченные: b, c, d, e, f ; возрастающие: a, b, c, e, g, h, i; сходящие-
ся: b, c, d, e, f. Упр. 4. N равно: a) 2500; b) 43; c) 33; d) 43; e) 50. Упр. 7. Указание:
обратите внимание на то, что все последовательности возрастающие, и докажите, что
они ограничены сверху (с помощью суммы членов геометрической прогрессии). Далее
воспользуйтесь теоремой о монотонной и ограниченной последовательности. Упр. 8.
a) 12/5; b) − 1; c) − 2/3; d) 1; e)π; f) 1; g) 1; h) 1; i) e−3. Упр. 9. a) 1; b) − 1; c) −
2/3; d) 1; e) 0; f) 1; g) 1; h) 2; i) e−1. Упр. 10. a) 1; b) 1/3; c) 0; d) 1/2; e) 2; f) 3/2.
Упр. 12. a) 6; b) 6; d) p ≤ p∗ = limn→∞ p0 · p1 · p2 · p3 · · · , где p0 = 4

√
2, p1 = 8

√
3, p2 =

16
√

4, . . . Упр. 13. a) 1, 2, 3/2, 5/6, 11/24, . . . , убывает, начиная с n = 2, ограниченна;
b) 1, 2, 5/2, 29/12, . . . убывает, начиная с n = 3, ограниченна; c) 1,

√
2,
√

3,
√

4,
√

5, . . .
возрастает, неогран.; d) 1, 0, 1/2, 1/6, 5/24, . . . ограничена; e) 1, 0, 1/2, 1/4, 3/16, . . . , убы-

вает, начиная с n = 3, ограниченна; f) 1,
√

2,
�

2 +
√

2,

�
2 +

√
2 +
�

2 +
√

2, . . . воз-
растает, неогран. Упр. 14. Сходящимися являются a, b, d, e. Во всех случаях l = 0.
Упр. 15. a) 2; b) (1 +

√
5)/2; c)

√
2; d) (1 +

√
13)/2; e) 2; f)

√
2. Упр. 17.

A ⊂ B; B ∩ C ⊂ A; B ∩D = Ø; E ⊂ A.
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2. Предел функции. Непрерывность
Определение предела последовательности можно считать частным случаем опре-
деления предела функции на бесконечности (при x, стремящемся к +∞), по-
скольку значения f(n) образуют последовательность, которая тем более будет
стремиться к �, если f(x)→ �.

Число � называется пределом функции f(x) при x→ +∞, если
∀ε > 0 ∃M = M(ε) : x > M =⇒ |f(x)− �| < ε.

x

y �

�
642

2

−2

0

lim
x→∞

2(x2 + x)
x2 + x + 2

= 2

x

y �

�
642

2

−2

0

lim
x→∞

x2

2x
= 0

При этом, разумеется, имеет смысл говорить о том, что x стремится к бес-
конечности, лишь тогда, когда область определения не является ограниченным
множеством.

Прежде чем перейти к случаю, когда x стремится к конечному числу, введем
несколько вспомогательных понятий.

Замыкание множества
Окрестностью точки x0 ∈ R называется любой интервал V = (α; β), содержащий
точку x0, или любое множество, содержащее такой интервал. ε-окрестностью
точки x0 ∈ R называется интервал Vε = (x0−ε; x0+ε). Проколотой окрестностью
точки x0 (V ′(x0)) называется окрестность V без самой точки, то есть множество
V ′(x0) = V \ {x0}.

Пусть D ⊂ R. Будем говорить, что точка x0 ∈ R является точкой сгущения,
или предельной точкой, множества D, если в любом интервале (α, β), содержа-
щем точку x0, найдется хотя бы одна точка множества D, не совпадающая с
x0. Если точка множества не является точкой сгущения этого множества, то
она называется изолированной. Объединение множества D и множества его то-
чек сгущения называется замыканием множества D и обозначается через D.
Множество точек сгущения (для него нет специального обозначения) можно
получить, если из замыкания множества выкинуть все изолированные точки.
Говорят также, что бесконечность является предельной точкой множестваD, если
D не является ограниченным.

Пример 1. Пусть: A = (−∞; 1) ∪ (1; 2) ∪ {3}, B = (−∞; 0) ∪ (0; +∞), C =
Q, D = Q∩(−1; 1). Тогда: A = (−∞; 2]∪{3}, B = R, C = R, D = [−1; 1].
При этом множество точек сгущения множества A совпадает с (−∞; 2].
Для B, C и D множество точек сгущения совпадает с их замыканиями. Бес-
конечность является предельной точкой для множеств A, B и C.
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Предел функции
Пусть x0 — точка сгущения множества D = Dom(f).

Число � называется пределом функции f(x) при x→ x0, если
∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, |x− x0| < δ, x �= x0 =⇒ |f(x)− �| < ε.

Если некоторая точка не является предельной для области определения
функции, то в ней понятие предела этой функции не имеет смысла.

Число � является пределом функции f(x) при x→ x0 + 0 (пределом
функции справа), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, x0 < x < x0 + δ, =⇒ |f(x)− �| < ε.

Аналогично определяется предел функции слева.

Число � называется пределом функции f(x) при x→ x0 − 0 (пределом
функции слева), если

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, x0 − δ < x < x0, =⇒ |f(x)− �| < ε.

x

y �

�

�

� 42x0

2

−2−4

−2

lim
x→x0+0

f(x) = 1

lim
x→x0−0

f(x) = −1

x

y �

�

��

42x0

2

−2−4

−2

◦

lim
x→x0

f(x) = 1

Говорят, что функция f(x) стремится к + бесконечности при x → x0, если
∀M > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D, |x− x0| < δ, x �= x0 =⇒ f(x) > M.

Теорема об арифметических операциях с пределами. Если функции f(x)
и g(x) имеют предел в точке x0, то функции f(x)+g(x), f(x)−g(x), f(x)·g(x)
также имеют предел, причем:

lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x);
lim(f(x) − g(x)) = lim f(x)− lim g(x);
lim(f(x) · g(x)) = lim f(x) · lim g(x).

Все то же самое верно и для отношения f(x)

g(x)
, но при дополнительном

предположении, что lim g(x) �= 0.
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Дробно-рациональной функцией называется функция вида f(x) = Pm(x)

Qk(x)
,

где Pm(x) = a0x
m + a1x

m−1 + . . . + am−1x + am, Qk(x) = b0x
k + b1x

k−1 + . . . +
bk−1x + bk, a0, b0 �= 0.
Теорема о дробно-рациональной функции.

Пусть x →∞. Тогда: если m < k, то lim f(x) = 0;

если m = k, то lim f(x) = a0

b0
;

если m > k, то f(x)→∞.

Пусть x → 0. Тогда: если bk �= 0, то lim f(x) = am

bk
;

если bk = 0, am �= 0, то f(x)→∞.

Пример 2. lim
x→∞

2x2 − 3x− 5

3x2 − 5x + 7
= 2

3
; lim

x→0

2x2 − 3x− 5

3x2 − 5x + 7
= −5

7
.

Теорема о переходе к пределу в неравенстве. Если функции f(x) и g(x)
имеют предел в некоторой точке и f(x) ≤ g(x) в какой-либо проколотой
окрестности этой точки, то в этой точке lim f(x) ≤ lim g(x).
Теорема о сжатой функции. Пусть три функции f(x), g(x) и h(x) в неко-
торой проколотой окрестности точки x0 удовлетворяют неравенствам f(x) ≤
h(x) ≤ g(x). Если функции f(x) и g(x) имеют предел в этой точке и при этом
lim f(x) = lim g(x), то функция h(x) также имеет предел и limh(x) = lim f(x).

Функция f(x) называется бесконечно малой в точке x0, если f(x) → 0 при
x → x0.

Функция f(x) называется ограниченной на множестве I, если ∃M такое, что
∀x ∈ I верно неравенство |f(x)| ≤ M.

Функция f(x) называется ограниченной в окрестности точки x0, если суще-
ствует окрестность V (x0), такая что f(x) ограниченна на этой окрестности.
Утверждение. Произведение функции, бесконечно малой в некоторой точ-
ке, на функцию, ограниченную в окрестности этой же точки, есть функция,
бесконечно малая в этой точке.

Функция f(x) называется бесконечно большой в точке x0, если f(x) → ∞
при x → x0.
Утверждение. Если число, не равное нулю, разделить на бесконечно малую,
то получится бесконечно большая. Если ограниченную разделить на беско-
нечно большую, то получится бесконечно малая.

Примеры бесконечно малых функций:
sin x2

√
x

,
1 + x

x2
,

√
x3 + x−√x3 − x,

x

2x
,

log2 x√
x

при x →∞;

sin x2,
x2

1 + x
,

√
x + x3 −√x− x3,

x

2x
,

√
x log2 x при x → 0;

sin πx,
x2 − 1

1 + x
,
√

x + x2 −√x + x3,
x− 1

2x
,
√

x log2 x при x → 1.
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Примеры бесконечно больших функций:

x sin 1√
x
,

1 + x2

x
,
√

x3 + x +
√

x3 − x,
2x

x
,

√
x

log2 x
при x→∞;

sin
√

x

x
,

1 + x2

x
,

1√
x + x3 +

√
x− x3

,
2x

x
,

log2 x√
x

при x→ 0;

1

sin πx
,

x + 1

1− x2
,

1√
x + x2 −√x + x3

,
3x

x2 − 1
,

√
x

log2 x
при x→ 1.

Эквивалентные функции
Две функции f(x) и g(x) называются эквивалентными в точке x0, если суще-

ствует предел lim
x→x0

f(x)

g(x)
и если этот предел равен 1. При этом мы пишем:

f(x) ∼ g(x) при x → x0.

Две функции f(x) и g(x) будем называть эквивалентными в точке x0 с точно-
стью до постоянной (с точностью до постоянного множителя), если существует

предел lim
x→x0

f(x)

g(x)
и если этот предел не равен 0. Обозначив этот предел че-

рез k, получим эквивалентность f(x) ∼ k g(x) при x → x0. Замечательные
пределы. Два предела принято называть замечательными:

1) lim
x→0

sin x

x
= 1; 2) lim

x→0
(1 + x)

1

x = e.

Иногда замечательными называют также соотношения, являющиеся следствия-
ми указанных двух:

a) lim
x→0

sin kx

kx
= 1 (k �= 0); b) lim

x→0

arcsin x

x
= 1;

c) lim
x→0

tg x

x
= 1; d) lim

x→0

arctg x

x
= 1;

e) lim
x→0

ex − 1

x
= 1; f) lim

x→0

2x − 1

x
= ln 2;

g) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1; h) lim

x→0

loga(1 + x)

x
= 1

ln a
;

i) lim
x→0

1− cos x

x2
= 1

2
; j) lim

x→0

(1 + x)k − 1

x
= k.

Символ Ландау

Если lim
x→x0

ϕ(x)

g(x)
= 0, то говорят, что функция ϕ(x) есть o-маленькое от g(x)

при x, стремящемся к x0, и пишут: ϕ(x) = o(g(x)) при x → x0. Если при этом
обе функции ϕ(x) и g(x) являются бесконечно малыми в точке x0, то говорят,
что ϕ(x) является бесконечно малой более высокого порядка, чем g(x). Значок
«o» называется символом Ландау.

Примеры: sin x = o(1) при x→ 0, ln(1 + x) = o(x) при x → +∞,

1− cos2 x = o(x) при x → 0, arctg(x− 1)2 = o(ln x) при x → 1.
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Теорема о выделении линейной части. Пусть функции ϕ(x) и g(x) опреде-
лены в некоторой окрестности точки x0 и при этом в точке x0 существует
предел lim

x→x0

ϕ(x)

g(x)
. Обозначим этот предел через k. Тогда

ϕ(x) = kg(x) + o(g(x)).

Выражение kg(x) и называется линейной частью функции ϕ(x) относительно
g(x). В частности, запись «f(x) ∼ g(x) при x → x0» эквивалентна записи
«f(x) = g(x) + o(g(x)) при x→ x0».
Примеры: sin x = x + o(x) при x → 0, ln x = x− 1 + o(x − 1) при x → 1.

Ниже приведены примеры нескольких наиболее часто встречающихся экви-
валентностей при x → 0.

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

sin x ∼ x

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

ex − 1 ∼ x

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

ln(1 + x) ∼ x

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

arctg x ∼ x при x→ 0

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

2x − 1 ∼ x ln 2

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

log2(1 + x) ∼ x log2 e

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

√
1 + x− 1 ∼ x

2

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

3
√

1 + x− 1 ∼ x

3

x

y �

�
42

2

−2−4

−2

0

(1 + x)2 − 1 ∼ 2x
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Непрерывность функции
Функция f называется непрерывной в точке x0, если предел в этой точке суще-
ствует (в случае, если x0 — точка сгущения множества D) и равен значению
функции в этой точке.

Если x0 — изолированная точка множества D, то мы будем считать функцию
непрерывной в этой точке (это вопрос чисто формальной договоренности).

Если пределы слева и справа существуют, то у непрерывной функции они
должны быть равны между собой.

Таким образом, предел непрерывной функции в точке равен значению функ-
ции в точке. Вспоминая определение предела функции в точке мы можем дать
«явное» определение непрерывности.

Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если
∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ D и |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Эквивалентное определение можно дать и на языке последовательностей.
Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если для любой последо-
вательности xn, стремящейся к x0, верно, что f(xn)→ f(x0) при n →∞.

Понятие непрерывности достаточно естественно. В частности, тем, что вы-
полняются простые условия, обеспечивающие работу с непрерывными функци-
ями.
Теорема об арифметических операциях с непрерывными функциями.
Если f(x) и g(x) — функции, непрерывные в точке x0, то в этой же точке

непрерывны функции f(x) + g(x), f(x) − g(x), f(x) · g(x), а также f(x)

g(x)
, при

дополнительном предположении, что g(x0) �= 0.
Теорема о непрерывности суперпозиции. Если функция f(x) непрерывна
в точке x0, а g(x) непрерывна в точке y0 = f(x0), то в точке x0 непрерывна
функция g(f(x)).

Функция f называется непрерывной на множестве I, если она непрерывна в
каждой точке этого множества.

Для множества функций, непрерывных на промежутке [a; b] принято сле-
дующее обозначение: C[a; b]. Таким образом, запись f ∈ C[a; b] означает, что
функция f определена и непрерывна на отрезке [a; b].
Теорема о непрерывности обратной функции. Если f ∈ C[a; b] и f имеет
обратную функцию g, то g непрерывна на [f(a); f(b)] (или на [f(b); f(a)], если
f(b) < f(a)).

Пример 6. Дробно-рациональная функция f(x) = P (x)

Q(x)
непрерывна в каждой

точке x0 вещественной прямой, в которой Q(x0) �= 0.

Пример 7. Функции arcsinx, arccosx и arctg x непрерывны на своих областях
определения, то есть на промежутках [−1; 1], [−1; 1], (−∞;∞).
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Пример 10. Многочлены y = x4 − 4x2 + 1 и y = 2x4 − 6x2 + 2x + 1 имеют
по 4 корня, расположенных в интервалах (−2;−1), (−1; 0), (0; 1) и (1; 2). Дей-
ствительно, в обоих случаях числа y(−2), y(0) и y(2) положительны, а y(−1)
и y(1) отрицательны.

Точки разрыва
Пусть x0 — предельная точка области определения некоторой функции. Гово-
рят, что в точке x0 функция имеет устранимый разрыв, если существует пре-
дел функции в этой точке, однако само значение функции в этой точке либо
не определено, либо не совпадает с этим пределом. Говорят, что в точке x0

функция имеет разрыв 1 рода, или скачок, если пределы функции в этой точке
слева и справа существуют и различны. Во всех остальных случаях говорят,
что функция имеет разрыв 2 рода. Если x0 не является предельной точкой, то
понятие «разрыв» по отношению к ней не употребляется. Заметим, что функ-
ция f(x) = 1/x имеет разрыв второго рода в точке x0 = 0 и, тем не менее,
непрерывна на всей области определения.

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1. На графиках укажите точки разрыва функций и их тип.

x

y
�

�
42

2

−2−4

−2

0

◦

◦◦

◦

sin(πx)
|1− x2|

x

y
�

�
42

2

−2−4

−2

0
◦

◦

x ln |x|
1 + x

x

y
�

�
42

2

−2−4

−2

0 ◦◦

e1−x2 − 1
x2 − 1

Упр. 2.
◦ Вычислите пределы.

a) lim
x→0

sin2 x− 1

cos2 x + 1
; b) lim

x→0

3x3 − 7x2

x2 + x3
; c) lim

x→1

sin x

x
;

d) lim
x→1

x− x5

x3 − 1
; e) lim

x→1

sin πx + 1

ln x + 1
; f) lim

x→∞
sin x

x
.

Упр. 3.
◦ Вычислите пределы.

a) lim
x→0

esin2 x − 1

x2 cos2 x
; b) lim

x→∞
3x3 − 7x2

x2 + x3
; c) lim

x→0

3x − 1

2x − 1
;

d) lim
x→0

sin x

(1− x)3 − 1
; e) lim

x→0

sin x

ln(1− x)
; f) lim

x→0

√
1 + x− 1√
1− x− 1

.

Упр. 4.
◦ Вычислите пределы.

a) lim
x→0

ecos x − 1

cos2 x
; b) lim

x→0

3x− 7x2

ln(1 + 3x)
; c) lim

x→0

32x − 2x

22x − 3x
;

d) lim
x→0

cos3 x

x3 − 1
; e) lim

x→0

cos x− 1

ln(1− x2)
; f) lim

x→+0

√
x− 1√
x + 1

.

59



Упр. 5.
◦ Вычислите пределы.

a) lim
x→∞

x2 − 2 sin x

x (cos x− 2x)
; b) lim

x→1

ex − e

x2 − 1
; c) lim

x→∞

√
2 + x +

√
1 + x√

x
;

d) lim
x→0

x2 − 2 sin x

x (cos x− 2x)
; e) lim

x→−1

ex+1 − 1

x3 + 1
; f) lim

x→0

√
2 + x−√2− x√

x
.

Упр. 6.
◦ Покажите, что указанные многочлены имеют максимально воз-

можное количество корней (совпадающее со степенью многочлена), лежащих
в соседних единичных интервалах с целочисленными концами. В ответе ука-
зан интервал, в котором находится наименьший из корней.
a) 4x3 − 7x2 + 2; b) 2x4+2x3−5x2−2x+2; c) x5−x4−5x3 +4x2 +4x−1;
d) 2x3 − 4x2 + 1; e) 3x4+4x3−5x2−4x+1; f) x5−4x4+x3+7x2−2x−1.

Упр. 7. Докажите, что указанные ниже уравнения имеют решение:

a)
√

x

x + 1
+ x− 1/4

x2
= 1; b)

√
x− 1

x
+ 2x

x2 + 3
= 1.

Упр. 8.
◦� При каких значениях p указанные ниже уравнения имеют решение?

a)
√

x

x + 1
+ x− p

x2
= 1; b)

√
x− 1

x
+ 2x

x2 + p
= 1.

Упр. 9.
◦ У всех графиков, представленных ниже, x0 = 0 является точкой

разрыва. Укажите ее тип.

�

�

x

y

2 sinx

|x|a)

•

◦

◦
�

�

x

y

ex − 1

|x|b)

•
◦
◦

�

�

x

y

2 arctg 1

x
c)

•

◦

◦

�

�

x

y

1

arctg x
d)

• �

�

x

y

e 1/xe)

◦ �

�

x

y

2x ln
(
e 1/x + 1

x2

)
f)

◦
◦
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Упр. 10. Докажите, что каждое уравнение 3-й степени имеет хотя бы один
корень.

Упр. 11. Для каждой из функций, графики которых изображены ниже, ука-
зав соответствующую эквивалентность, вычислите пределы: A = limx→0 f(x)
и B = limx→∞ f(x) (в некоторых случаях пределы односторонние). Укажите
тип точки разрыва x0 = 0.

�

�

x

y

ex − 1

x
a)

◦
�

�

x

y

sin x

x
b)

◦
�

�

x

y

ln(1 + x)

x
c)

◦

�

�

x

y

(1 + x)1/xd)

•

◦

�

�

x

y

(
1 + 1

x

)x

e)

•
◦ �

�

x

y

(2 + x)3 − 8

6x
f)

•

◦

О т в е т ы

Упр. 2. a) − 1/2; b) − 7; c) sin 1; d) − 4/3; e) 1; f) 0. Упр. 3. a) 1; b) 3; c) ln 3/ ln 2;

d) − 1/3; e) − 1; f) − 1. Упр. 4. a) e − 1; b) 1; c) ln 9/2/ ln 4/3; d) − 1; e) 1/2; f) − 1.

Упр. 5. a) − 1/2; b) e/2; c) 2; d) − 2; e)1/3; f) 0. Упр. 6. a) (−1; 0); b) (−2;−1);

c) (−2;−1); d) (−1; 0); e) (−2;−1); f) (−2;−1). Упр. 8. a) p ≤ 1

2
; b) p ≤ 4. Упр. 9.

a, b, c, f - разрыв 1 рода; d, e – разрыв 2 рода.
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3. Пpоизводная
Приращение функции, производная и дифференциал
Рассмотрим произвольную функцию y = f(x), определенную на некотором мно-
жестве D, являющемся подмножеством вещественной оси, и пусть x0 и x —
две точки из области определения функции. Если нас интересует, как меня-
ется значение функции при переходе от x0 к x, то мы говорим, что задано
приращение аргумента Δx = x − x0, и рассматриваем приращение функции
Δy = Δf(x0) = f(x0 + Δx) − f(x0) = f(x) − f(x0). Заметим, что если x0

не является изолированной точкой, то при условии, что Δx → 0, тот факт,
что приращение функции Δy является бесконечно малой величиной, означает
непрерывность функции в точке x0.

a)

�

�

x

y

•

1

1

•
O

b)

�

�

x

y

•

1

1

O

c)

�

�

x

y

•

1

1

•
O

d)

�

�

x

y

•

1

1

•
O

e)

�

�

x

y

•

�

�

1

1

•
O

f)

�

�

x

y

•

1

1

•
O

Упр. 1. На рисунках изображены графики шести функций:{
f1(x) = x sin 1

x
,

f1(0) = 0;

{
f2(x) = 0, 4 · |x|

x
,

f2(0) = 0;

{
f3(x) = sin x

x
f3(0) = 1;

при x �= 0,

f4(x) = sin |x|, f5(x) = 2x − 1; f6(x) =
√

x.

1) Установите, какой функции какой график соответствует.
2) Пусть x0 = 0. В каждом случае, используя рисунок, найдите прибли-

женно приращение функции Δy = f(x)− f(x0), если Δx = 1; 0, 5; 0, 3; 0, 1.

3) В каком случае величина Δy не является бесконечно малой при Δx→ 0?

Подчеркнем, что если функция не является непрерывной в точке x0, то ее
приращение в этой точке не является бесконечно малой величиной при стрем-
лении Δx к нулю. Этот случай нам не интересен. Если величина Δy является
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бесконечно малой при Δx → 0 и при этом отношение Δy/Δx имеет предел, то
этот предел называется производной функции f(x) в точке x0 и обозначается
любым из указанных ниже способов:

y′(x0) = f ′(x0) = dy(x0)

dx
= df(x0)

dx
= d

dx
f(x0) = d

dx
f(x)

∣∣∣∣
x=x0

.

Отметим также, что вместо f ′(x) зачастую используется запись (f(x))′. Однако
при этом следует иметь в виду, что запись (f(x0))′ означает, что рассматрива-
ется производная функции, являющейся постоянной, то есть (f(x0))′ = 0.

Если у функции существует производная, то в силу теоремы о выделении ли-
нейной части приращение Δy можно представить в виде Δy = f ′(x0)Δx+o(Δx)
при Δx → 0. Сама линейная часть этого представления и называется диффе-
ренциалом функции (dy). Бесконечно малая величина Δx называется диффе-

ренциалом переменной x и обозначается через dx. Таким образом, запись dy(x0)

dx

есть просто обозначение предела limΔx→0
y(x0 + Δx)− y(x0)

Δx
.

Повторим основные определения.
1. Дифференциалом переменной x в точке x0 называется приращение Δx =

x−x0, рассматриваемое как бесконечно малая величина, то есть при x, стремя-
щемся к x0. Обозначение: dx.

2. Бесконечно малым приращением функции f(x) в точке x0 называется раз-
ность f(x0 +Δx)− f(x0), рассматриваемая при x, стремящемся к x0. Обозначе-
ние: f(x0 + dx) − f(x0).

3. Производной функции f(x) в точке x0 называется предел отношения бес-
конечно малого приращения функции f(x) в точке x0 к дифференциалу пере-
менной x. Обозначение: f ′(x0). Если рассматривается левосторонний или пра-
восторонний предел, то говорят о производной слева или справа.

Таким образом, f ′(x0) = lim f(x0 + dx)− f(x0)

dx
= lim

Δx→0

f(x0 + Δx)− f(x0)

Δx
.

4. Функция f(x) называется дифференцируемой в точке x0, если у нее есть
конечная производная в этой точке.

5. Дифференциалом функции f(x) в точке x0 называется линейная относи-
тельно dx часть в представлении бесконечно малого приращения функции:

f(x0 + dx)− f(x0) = f ′(x0)dx + o(dx).

Обозначение: dy. Другими словами, dy = f ′(x0)dx. Заметим, что дифферен-
циал функции определяется только в случае, когда функция в данной точке
дифференцируема.

Пример 1. f(x) = sinx. f ′(x0) = sin′(x0) = lim
sin(x0 + dx) − sin(x0)

dx
=

lim
2 sin

(
dx

2

)
cos

(
x0 + dx

2

)
dx

= lim
sin

(
dx

2

)
dx

2

· cos
(
x0 + dx

2

)
= cosx0.
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Заметим, что набор базисных элементарных функций, из которых возможно
с помощью допустимых операций получить остальные, невелик, однако, чтобы
не заниматься выводом формул для производных, мы предпочитаем сразу пред-
ложить таблицу производных, которую необходимо выучить наизусть.

О с н о в н ы е ф о p м у л ы

1. (xp)′ = p xp−1, p – постоянное число;

2. (sin x)′ = cosx, (cos x)′ = − sin x;

3. (tg x)′ = 1

cos2 x
, (ctg x)′ = − 1

sin2 x
;

4. (arcsinx)′ = 1√
1− x2

, (arccosx)′ = − 1√
1− x2

;

5. (arctgx)′ = 1

1 + x2
, (arcctgx)′ = − 1

1 + x2
;

6. (ex)′ = ex, (ax)′ = ax ln a (a > 0);

7. (lnx)′ = 1

x
, (loga x)′ = 1

x ln a
(a > 0, a �= 1).

Пример 5.

f = tg x− ctg x, f ′ = 1

cos2 x
+ 1

sin2 x
= 1

sin2 x cos2 x
= 4

sin2 2x
;

f = arctg x + arcctgx, f ′ = 1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0;

f = e2x + e−2x, f ′ = 2e2x − 2e−2x;

f = ex(x2 − 2x + 2) , f ′ = x2ex;

f = sin3 x + cos3 x, f ′ = 3 sinx cosx(sin x− cosx);

f = x3

3
+ x2

2
− 2x, f ′ = x2 + x− 2;

f = 2x

1− x2
, f ′ = 2 1 + x2

(1− x2)2
;

f = 1

x
+ 1√

x
+ 1

3
√

x
, f ′ = − 1

x2
− 1

2x
√

x
− 1

3x 3
√

x
;

f = cos 2x− 2 sinx, f ′ = −2 cosx(1 + 2 sinx);

f = ln (x +
√

1 + x2 ), f ′ = 1√
1 + x2

.
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Геометрический смысл производной
Рассмотрим график функции y = f(x) и предположим, что x0 ∈ Dom(f). Пусть
y0 = f(x0). Рассмотрим также другую точку с координатами x, y = f(x). Обо-
значим первую точку через M0, а вторую через M. Прямая, проходящая через
любые две точки графика, называется секущей, и в данном случае мы имеем
дело с секущей M0M. Угол наклона этой секущей к положительному направ-
лению оси абсцисс нам интересен, поскольку по этому углу можно судить, на-
сколько функция изменилась (увеличилась или уменьшилась) на промежутке
[x0, x] (или [x, x0], если x < x0). На самом деле удобнее следить даже не за
углом, а за его тангенсом, который задается формулой tg ϕ = y − y0

x− x0
.

�

�
x0 x

y0

y

ϕ
M0

M•

•

tg ϕ =
f(x) − f(x0)

x− x0

�

�
x0 x

y0

y

ϕ
M0

M•

•

tg ϕ = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

Зафиксируем точку x0. При приближении к ней точки x секущая M0M мо-
жет вести себя по-разному. В «хороших», то есть более привычных нам, ситуа-
циях она приближается к некоторому предельному положению. Это предельное
положение называется касательной к функции y = f(x) в точке x0. Тангенс угла
наклона касательной к положительному направлению оси абсцисс и является
производной функции в точке. Таким образом, приходим к классическому опре-
делению производной функции y = f(x) в точке x0 :

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

В других обозначениях это выглядит так:

f ′(x) = lim
x1→x

f(x1)− f(x)

x1 − x
= lim

Δx→0

f(x + Δx)− f(x)

Δx
.
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Пример 6. На каждом из графиков, представляющих указанную функцию,
изображен также график производной этой же функции.

f1(x) =x5

5
− x3

3
+

x2

2
f2(x) = x2 − 3x− 2 f3(x) = 4

x
+

x

4

x x x

y y y
� � �

� � �
42 42 42

4

2

4

2

4

2

−2 −2 −2

−2 −2 −2

Уравнение касательной к графику функции
Предположим, что прямая y = kx+b, являющаяся касательной, проходит через
точку (x0, y0), лежащую на графике функции y = f(x), то есть такую, что
y0 = f(x0). Это означает, что y0 = kx0 + b ⇒ b = y0 − kx0. Следовательно,
уравнение имеет вид y = y0 + k(x− x0).

Коэффициент k является тангенсом угла наклона прямой к положительному
направлению оси абсцисс, и поскольку прямая является касательной, то этот
коэффициент равен производной функции в указанной точке, то есть k = tg ϕ =
f ′(x0). Таким образом, уравнение касательной имеет следующий вид:

y = y0 + k(x− x0), k = f ′(x0).

�

�
x0

y0 •

f(x) = x2 + x

x0 = 1, y0 = 2

y′0 = 3

y = 3x− 1

�

�
x0

y0 •

y =
x− 2

3
+ ln 3

x0 = 2, y0 = ln 3

f(x) = ln(x + 1)

Пример 7. К графику функции y = cos 4x проведена касательная в точке x0 =
7π

6
. Найти абсциссу точки пересечения этой касательной с прямой 2y = −1.

Решение. Коэффициент k, являющийся тангенсом угла наклона касательной
к оси абсцисс, равен y′(7π

6
) = −4 sin 14π

3
= −4 sin 2π

3
= −2

√
3. Уравнение

касательной имеет вид y + 1

2
= −2

√
3
(
x− 7π

6

)
. Таким образом, если y = −1

2
,

то x = 7π

6
.
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Пример непрерывной функции, не имеющей производной
Если функция имеет производную в некоторой точке, то говорят, что она диф-
ференцируема в этой точке. Не всякая непрерывная в точке функция диффе-
ренцируема в ней.

Упр. 3. На рисунках изображены графики функций, не имеющих производ-
ной в одной или нескольких точках. Укажите, в каких точках производные
не определены. В каком случае определены производные «слева» и «справа»? В
каких случаях можно говорить о том, что касательные к графику вертикаль-
ны?

f1(x) = |x| f2(x) = 3
√

x(x2 − 4) f3(x) = 5
√

x2(x2 − 4)

x x x

y y y
� � �

� � �
42 42 42

4

2

4

2

4

2

−2 −2 −2−4 −4 −4

−2 −2 −2

−4

0 0

Существенно сложнее конструируется пример функции, определенной и непре-
рывной на всей прямой, но не имеющей производной ни в одной точке. Более
понятным читателю это построение станет после знакомства с темой «функци-
ональные ряды».

� � �

�

Частичные суммы
n∑

k=0

ak cos(2πbkx) ряда Вейерштрасса (a = 0.8, b = 2.1)

n = 0 n = 2 n = 5

0
1 2 0 1 2 0 1 2

−1

1

−2

2

Пример 8. Построив соответствующие графики, легко убеждаемся, что:
a) функция f(x) = |x − 1| дифференцируема во всех точках, кроме x = 1.

При этом f ′(x) = 1, если x > 1 и f ′(x) = −1, если x < 1;
b) функция f(x) =

√
x дифференцируема во всех точках области определе-

ния, кроме x = 0. При этом f ′(x) = 1

2
√

x
, если x > 0;

c) функция f(x) = 3
√

x2 − 1 не является дифференцируемой в двух точках:
x = −1 и x = 1. При этом f ′(x) = 2x

3 3
�

(x2 − 1)2
, если |x| > 1.
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З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 4. На графиках, изображающих указанную функцию, изобразите также
график производной этой же функции.

x x x

y y y
� � �

� � �
42 42 42

4

2

4

2

4

2

−2 −2 −2−4 −4 −4

−2 −2 −2

−4

0 0 0

f1(x) = x3

9
− x f3(x) = 1

x
+ xf2(x) = |x2 − 2x| − 3

Упр. 5.
◦ Используя формулу (xp)′ = pxp−1, вычислите производные:

x7, x
1

2 x
− 3

2 ,
√

2x, 2x
√

x,
4

3x
√

x
,

2x3
√

6x

7
,

Ответы: 7x6,
1

2
x
− 1

2 , −3

2
x
− 5

2 ,
1√
2x

, 3
√

x, − 2

x2
√

x
, x2

√
6x.

Упр. 6. Покажите, что
(
27x− 9x3 + 9

5
x5 − 1

7
x7
)′

=
(
3− x2

)3
.

Упр. 7. Найдите производные функций:

F (x) = x3 − 2

x
+ 3

x2
+ 4, G(x) =

√
x− 1√
x + 1

, H(x) = x2 − 1

x2 + 1
,

P (x) = 1

x
− 1

x2
+ 1

x3
− 1

x4
, Q(x) = x + 1

x− 1
· x2 − 1

x2 + 1
, R(x) =

(
x− 1

x + 1

)5

.

Упр. 8.
◦ Используя формулы (sin ϕ(x))′ = ϕ′(x) cos ϕ(x) и ϕ (sin x)′ = ϕ′(sin x)·

cosx, вычислите производные:

sin x4, sin7 x, cos2 x,
√

sin x, cosx
√

cosx.

Ответы: 4x3 cosx4, 7 sin6 x cosx, −2 sinx cosx,
cos x

2
√

sin x
, −3

2
sinx

√
cosx.

Упр. 9.
◦ Найдите производные функций a = x sin x + cosx; b = x

2
+ 1

4
sin 2x;

c = − cosx + cos3 x

3
; d = sinx− sin3 x

3
; e = −2x2 − 1

4
cos 2x + x

2
sin 2x.

Ответы: a′ = x cos x; b′ = cos2 x; c′ = sin3 x; d′ = cos3 x; e′ = x2 sin 2x.
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Упр. 26.
◦ Напишите уравнение касательной к графику функции f(x) в точке

с абсциссой x0 :
a) x ln x2, x0 = 1; b) arctg

√
x− 1, x0 = 2; c) xe−x, x0 = 1;

d) cos2 x

3− 2 cos x
, x0 = π

2
; e) x3

x2 − 1
, x0 =

√
3; f) x3e−x, x0 = 3.

Упр. 27.
◦ Найдите значение параметра a, если касательная к графику функ-

ции y = x2 − ax, проведенная в точке x0 = a, y0 = 0, задается уравнением
y = x− 1.

Упр. 28.
◦ Найдите значение параметра p, если касательная к графику функ-

ции y = px− x2, проведенная в точке x0 = p, параллельна прямой y = p + x.

Упр. 29.
◦ Для указанной функции y = f(x) укажите внутри интервала (a; b) =

(0; 3) точку x0 такую, что касательная к графику функции, проведенная в
этой точке, параллельна хорде, соединяющей точки (a, f(a)) и (b, f(b)). Если
точек, обладающих этим свойством несколько, то укажите одну из них.
a) y = x3 − 6x2; b) y = x4 − 3x3 − 5x2;
c) y = x5 − 3x4 − 7x2; d) y = x4 − 4x3 + x2.

Упр. 30. Проверьте, что указанные функции являются решениями указан-
ных дифференциальных уравнений.
a) e3x, 2e3x, y′ = 3y; b) sin x, ex + sin x, y′ = y + cosx− sin x;

c) x3, 2x3, y′ = 3y

x
; d) x sin x, x + x sin x, y′ = y

x
+ x cosx;

e) 1

x
, − 2

x
, y′ = y2 − 2

x2
; f) x + ex2

, x + 2ex2
, y′ = 2xy − 2x2 + 1.

Упр. 31.
◦ При каких значениях параметров a и b указанные функции явля-

ются решениями указанных дифференциальных уравнений?

a) (a + b cosx)x2, y′ = 2

x
y + x2 sin x; b) (a + bx2)e2x, y′ = 2y + 2xe2x;

c) x2 + ax + b, (y′)2 = 4y − 8; d) x3

a + bx4
, y′ = 3

x
y + 4y2.

О т в е т ы

Упр. 26. a) y = 2x−2; b) y =
x + π − 1

4
; c) y = e−1; d) y = 0; e) y = 1, 5

√
3; f) y = 27e−3.

Упр. 27. 1. Упр. 28. −1. Упр. 29. Везде x0 = 1. Упр. 31. a)a ∈ R, b = −1;

b) a ∈ R, b = 1; c) a ∈ R, b = a2/4 + 2; d) a ∈ R, b = −1.
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4. Монотонность и экстремумы
Напомним, что окрестностью точки x0 ∈ R называется любой интервал (α, β),
содержащий точку x0, или любое множество, содержащее такой интервал. Точ-
ка x0 множества D называется внутренней, если существует окрестность этой
точки, целиком содержащаяся в D.

Точка x0 ∈ R называется граничной, если любая окрестность этой точки
содержит как точки множества D, так и точки его дополнения.

Будем говорить, что некоторое свойство выполняется вблизи точки, если су-
ществует окрестность этой точки, в которой выполнено это свойство.

Функция f(x), определенная на множестве D, называется возрастающей на
этом множестве, если из того, что x1 < x2 (x1, x2 ∈ D) следует, что f(x1) ≤
f(x2). Если последнее неравенство строгое для всех пар точек из D, связанных
условием x1 < x2, то функция называется строго возрастающей. Аналогично
определяется убывающая и строго убывающая на D функция. В обоих случаях
мы говорим о монотонной или строго монотонной на D функции.

Пример 1. Функции sinx и cosx монотонны на промежутке [0; π/2]. При
этом первая возрастает на этом промежутке, а вторая — убывает. Функция
y = 1/x монотонна (строго убывает) на каждом из лучей: (0; +∞) и (−∞; 0),
но не является монотонной на всей области определения.

Геометрический смысл производной дает основания предполагать, что если
производная функции f(x) в некоторой точке x0 положительна, то существует
окрестность точки x0, внутри которой функция возрастает. Однако, как пока-
зывает следующий пример, в общем случае это неверно.

�

�

x

yПример 2. Пусть f(x) = x + x2 sin 2π

x
при x �= 0,

f(0) = 0 (см. рисунок справа).

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= 1 + lim

x→0
x sin 2π

x
= 1.

В то же время f ′(x) = 1 + 2x sin 2π

x
− 2π cos 2π

x
.

Нетрудно заметить, что производная вблизи ну-
ля принимает как положительные, так и отри-
цательные значения и, следовательно, функция не
может постоянно возрастать ни на каком ин-
тервале, содержащем 0.

Тем не менее в некотором, более слабом смысле, возрастание все же есть.
Лемма о возрастании в точке. Пусть функция f(x) определена на неко-
тором интервале, содержащем точку x0, дифференцируема в точке x0 и в
этой точке производная положительна, то есть f ′(x0) > 0. Тогда существу-
ет окрестность V этой точки такая, что:

x < x0 и x ∈ V ⇒ f(x) < f(x0), x > x0 и x ∈ V ⇒ f(x) > f(x0).

Чтобы получить возрастание на промежутке, нужны более сильные условия.
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то на (a, b) будет выполняться и неравенство f(x) ≤ g(x). Неравенство
при этом будет строгим, если строгим будет одно из неравенств условия
теоремы.
Примечание. Зачастую бывает необходимо отталкиваться не от левого, а от
правого конца промежутка, то есть функции f(x) и g(x) рассматриваются на
(a, b] и в точке b выполняется неравенство f(b) ≤ g(b). Теорема остается
верной, если в условии 2) знак неравенства сменится на противоположный.

Пример 3. Доказать неравенство: ln(1 + x) > x− x2

2
при x > 0.

Решение. Сравним значения функций в начальной точке (x = 0):

ln(1 + x)|x=0 = (x − x2

2
)
∣∣∣∣
x=0

= 0. Кроме того,

[ln(1 + x)]′ = 1

1 + x
и (x− x2

2
)′ = 1− x.

Неравенство 1

1 + x
> 1− x эквивалентно 1 > 1− x2, что очевидно.

Пример 4. Доказать, что x− x3

6
< sin x < x− x3

6
+ x5

120
при x > 0.

Решение. Обозначим ϕ(x) = x− x3

6
, f(x) = sinx, ψ(x) = x− x3

6
+ x5

120
. Заметим,

что f (5)(x) = cosx, ψ(5)(x) = 1. Кроме того, f (4)(0) = 0 = ψ(4)(0). Следователь-
но, f (4)(x) < ψ(4)(x) ⇒ f (3)(x) < ψ(3)(x) ⇒ . . . ⇒ f(x) < ψ(x). При этом,
разумеется каждый раз следует проверять, что верны соответствующие нера-
венства для функций в начальной точке.

Аналогично доказывается левое неравенство.

Экстремумы
Пусть функция f задана на множестве D. Точка x0 ∈ D называется точкой мак-
симума, если существует окрестность U в D такая, что f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ U.
Точка x0 ∈ D называется точкой строгого максимума, если существует проколо-
тая окрестность U ′ в D такая, что f(x) < f(x0) ∀x ∈ U ′.

Точка x0 ∈ D называется точкой минимума, если существует окрестность U
в D такая, что f(x) ≥ f(x0) ∀x ∈ U. Точка x0 называется точкой экстремума
или экстремальной точкой, если она является либо точкой максимума, либо точ-
кой минимума. Соответственно определяется точка строгого минимума и точка
строгого экстремума.

Точка x0 ∈ D называется точкой абсолютного (или глобального) максимума в
D, если f(x) ≤ f(x0) ∀x ∈ D. Соответственно определяется точка абсолютного
(или глобального) минимума вD. Чтобы подчеркнуть отличие, точки максимума
(или минимума) иногда называют точками локального максимума (минимума).

Максимумом (минимумом) функции называется значение функции в точке
максимума (минимума) или пара (xmax, ymax) ((xmin, ymin)). Мы будем чаще ис-
пользовать второй вариант.
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Значение функции в точке глобального максимума называют также наиболь-
шим (наименьшим) значением Max f (Min f) на множестве D.

�

�

x

y

•

•

Пример 5. Функция, график которой изображен
на рисунке слева, определена и непрерывна на от-
резке [−4; 4] и имеет 4 минимума:

(xmin, ymin) = (−3,−2), (0,−1), (2,−3), (4,−5)
и 4 максимума:

(xmax, ymax) = (−4, 3), (−2, 1), (1, 2), (3, 4).
Наибольшее и наименьшее значения функции:

Max f = f(3) = 4, Min f = f(4) = −5.

Приведенные определения отличаются от тех, что используются в школь-
ном учебнике. Во-первых, мы включаем в число возможных точек экстремума
концы отрезка. Кроме того, термин «максимум» в школьном учебнике соответ-
ствует нашему термину «строгий максимум».

Некоторые авторы не используют термин «экстремум», если функция не
является непрерывной. Нам представляется это ограничение излишним, хотя в
дальнейшем практически во всех примерах рассмотренные функции являются
непрерывными.

Пример 6. Область определения изображенной на
рисунке справа функции имеет два промежутка,
состоящих из точек максимума: [−4;−2] и (2; 4].
Множество точек минимума: [−4;−2)∪ [2; 4]. Кро-
ме того, строгим максимумом (локальным) явля-
ется пара xmin = −1, ymin = 3. Наибольшее зна-
чение: Max f(x) = 4. Точек глобального минимума
нет.

�

�

x

y

•

•

•
•

◦

◦

Фундаментальное значение в задаче об отыскании экстремумов имеет сле-
дующий результат.

Теорема Ферма. Если функция f определена и непрерывна на отрезке
[a; b], x0 ∈ (a; b), x0 является экстремумом и f имеет производную в этой
точке, то f ′(x0) = 0.

�

�

x

y

•

Пример 7. Исследовать на экстремум функ-
цию f(x) = x3/12 − x на отрезке [−4; 5] (см.
рисунок справа).

Решение. f ′ = x2/4− 1. f ′ = 0 ⇔ x = ±2.
Подсчитаем значения в критических точках и
в концах промежутка. f(−4) = −4/3, f(−2) =
4/3, f(2) = −4/3, f(5) = 5 5

12
.

Поскольку функция на всем указанном промежутке дифференцируема, то
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Упр. 8. Докажите неравенства:

a) 1

2
ln x >

x− 1

x + 1
при x > 1; b) ln(1 + x) < x− x2

2
+ x3

3
при x > 0;

c) 2 ln x < x− 1

x
при x > 1; d) 2ab ln b

a
< b2 − a2 при 0 < a < b.

Упр. 9.
◦ Укажите экстремумы функции:

a) f = sin2 2x на отрезке [−1; 1]; b) f = sin2 x− cos 2x на [−π; π];

c) f = x + 1

x
на (0;∞); d) f = x3e−x на [−5; 5];

e) f = x + sinx на R; f) f = x +
√

3− x на (−∞; 3].

Упр. 10.
◦ Укажите экстремумы функций, определенных на всей прямой:

a) sin πx

π
− (x + 1) cosπx ; b) 2e−x − e−2x; c) x2 + x + 1

x2 − x + 1
;

d) (x3 − 3x− 1)ex3−3x; e) 22x2−4x − 2(x−1)2 ; f) 3 sinx− sin3 x.

Упр. 11.
◦ Найдите наибольшее и наименьшее значения функции f(x) = cosx2

на отрезке [−2; 2].

Упр. 12.
◦ На отрезке [−2; 2] найдите наибольшее и наименьшее значения функ-

ции f(x) = x2 − x + 1

x2 + 1
.

Упр. 13.
◦ Найдите наибольшее и наименьшее значения функции:

a) f = sin3 x− cos3 x на [−π; π]; b) f = 2x− 1

x
на [1; 2];

c) f = xe−x на [−5; 5]; d) f = 3
√

1 + x3 + 3
√

1− x3 на [−2; 2];

e) f = lnx− x на
[
1

e
; e
]
; f) f = x−√x на [0; 4].

Упр. 14.
�Пусть функция f(x) имеет в точке x0 экстремум. Докажите, что

a) функция −f(x) имеет в точке x0 экстремум противоположного типа
(то есть если, например, f(x) имеет минимум в x0, то функция −f(x) имеет
максимум. Если минимум строгий, то и максимум строгий);

b) если f(x0) �= 0, причем f непрерывна в точке x0, то 1/f(x) имеет в x0

экстремум противоположного типа.

Упр. 15.
�Пусть функции f(x) и g(x) определены на одном и том же мно-

жестве D и имеют в точке x0 ∈ D экстремум одного и того же типа.
Докажите, что

a) f(x) + g(x) имеет в x0 экстремум того же типа;
b) если f(x0) > 0 и g(x0) > 0, причем f и g непрерывны в точке x0, то

f(x) · g(x) имеет в x0 экстремум того же типа.
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где 0 < x0 < 0, 2. Таким образом, A > 2 + 2 · 0, 7 · 0, 2 = 2, 28. С другой стороны,
A < 2 + A · 0, 7 · 0, 2 ⇒ A < 2, 5. Следовательно, A ∈ [2, 28; 2, 5]. Упр. 7. Реше-
ние. Используем вновь формулу конечных приращений, считая, что a =

π

6
, b =

π

5
:

A − sin
π

6
= cos x0

�
π

5
− π

6

�
⇔ A − 1

2
= cos x0

π

30
. Поскольку

√
2

2
< cos x0 <

√
3

2
, то

1

2
+

π
√

2

60
< A <

1

2
+

π
√

3

60
. Следовательно, 1

2
+

3, 14 · 1, 41

60
< A <

1

2
+

3, 15 · 1, 75

60
⇒

0, 573 < A < 0, 592. «Настоящее» значение числа sin
π

5
приблизительно равно 0, 588.

Упр. 9. a) max : x = ±1, ±π/4, min : x = 0; b) max : x = ±π/2, min : x = 0, ±π; c)

min : x = 1; d) max : x = 3, min : x = ±5; e) экстр. нет; f) max : x = 3/4, min : x = 3.

Упр. 10. a) max : x = 2k + 1 при k ≥ 0, x = 2k при k ≤ −1, min : x = 2k при
k ≥ 0, x = 2k − 1 при k ≤ −1, k ∈ Z; b) max : x = 0; c) max : x = 1, min :

x = −1; d) max : x = ±1, min : x = 0, ±√3; e) max : x = 1, min : x = 0, 2;

f) max : x = π/2 + 2πk, min : x = −π/2 + 2πk, k ∈ Z. Упр. 11. Решение.
f ′ = −2x sin x2. f ′ = 0 ⇔ x = 0, x = ±√πk, k ∈ Z. Поскольку |x| ≤ 2, то
x = −√π, 0,

√
π. Найдем значение функции в указанных точках и на концах про-

межутка: f(−2) = cos 4, f(−√π) = −1, f(0) = 1, f(
√

π) = −1, f(2) = cos 4. Из
этих значений мы и должны выбрать наибольшее и наименьшее: maxx∈[−2,2] f(x) =

f(0) = 1, minx∈[−2,2] f(x) = f(−√π) = f(
√

π) = −1. Упр. 12. Решение. Функция

определена и непрерывна на всей прямой. Представим ее в виде f(x) = 1 − 1

g(x)
, где

g(x) =
x2 + 1

x
= x +

1

x
. Функция g(x) имеет экстремумы в точках x = ±1. Вычис-

ляем значения в этих точках, на концах промежутка и в нуле, поскольку эта точ-
ка была упущена при преобразовании функции: f(−2) =

7

5
, f(−1) =

3

2
, f(0) =

1, f(1) =
1

2
, f(2) =

3

5
. Таким образом, точки x = −2 и x = 1 — точки миниму-

ма. x = −1 и x = 2 — точки максимума. Упр. 13. a) Max f = 1, Min f = −1; b)

Max f = 7/2, Min f = 3/2; c) Max f = 1/e, Min f = −5e−5; d) Max f = 2, Min f =
3
√

9− 3
√

7; e) Max f = −1, Min f = 1−e; f) Max f = 2, Min f = −1/4. Упр. 18. Реше-
ние. Используя стандартные тригонометрические формулы, преобразуем вид функ-
ции: F (x) = 2 cos2 2πx − 2 + p (1 − cos 2πx) = 2g2 − pg + p − 2, где g(x) = cos 2πx. В
нашем случае g0 = g(−1) = 1. Парабола F (g) = 2g2 − pg + p − 2 рассматривается
на промежутке [−1; 1] и на этом промежутке имеет максимум в точке g0 = 1, если
вершина параболы находится левее этой точки. Если вершина находится правее или
в самой точке, то в ней достигается минимум. Следовательно, p/4 < 1 ⇒ p < 4. Это
и есть ответ задачи. Упр. 19. a ≥ 4.
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5. Правило Лопиталя и формула Лейбница
В начале этой главы мы вернемся к теме «Пределы» и рассмотрим один из
самых удобных и популярных способов вычисления пределов.

Теорема (правило) Лопиталя. Предположим, что функции f(x) и g(x)
1) определены, непрерывны и дифференцируемы в некоторой окрестности
точки x0;
2) f(x0) = g(x0) = 0;

3) существует предел lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Тогда существует также и предел lim
x→x0

f(x)

g(x)
, причем

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Заметим, что аналогичное утверждение верно и в случае, когда f(x), g(x) →
∞ при x → x0. Оно называется вторым правилом Лопиталя.

Пример 1. Найти предел lim
x→0

ex − e−x

sin x
.

Решение. В данном случае f(x) = ex−e−x, f(0) = 1−1 = 0; g(x) = sinx, g(0) =
0. Таким образом, можно воспользоваться основным правилом Лопиталя.

lim
x→0

ex − e−x

sin x
= lim

x→0

ex + e−x

cos x
= lim

x→0

2

1
= 2.

Пример 2. Найти предел lim
x→+∞

ln x

x
.

Решение. В данном случае f(x) = lnx →∞; g(x) = x→∞ при x→∞. Таким
образом, можно воспользоваться вторым правилом Лопиталя.

lim
x→+∞

ln x

x
= lim

x→+∞
1

x
= 0.

Пример 3. Найти предел lim
x→0

(
1

x sin x
− 1

x2

)
.

Решение. После приведения к общему знаменателю заменим множитель sin x

в знаменателе на эквивалентный x. lim
x→0

(
1

x sin x
− 1

x2

)
= lim

x→0

x− sin x

x3
. Теперь

можно применить правило Лопиталя, но придется сделать это три раза, чтобы
избавиться от неопределенности.

lim
x→0

x− sin x

x3
= lim

x→0

1− cos x

3x2
= lim

x→0

sin x

6x
= lim

x→0

cos x

6
= 1

6
.
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6. Выпуклые функции и неравенства
В этом разделе мы будем с самого начала предполагать, что рассматриваемые
функции определены и непрерывны на некотором промежутке.
Определение 1. Непрерывная функция y = f(x), определенная на проме-
жутке I = 〈a; b〉 (a < b) называется выпуклой или выпуклой вниз на этом про-
межутке, если для любых точек x1, x2 ∈ I, x1 < x2 хорда, соединяющая точ-
ки (x1, f(x1)) и (x2, f(x2)), лежит выше графика функции на участке (x1, x2).
Функция называется вогнутой или выпуклой вверх на этом промежутке, если
любая хорда лежит ниже графика.

Заметим, что если функция непрерывна на [a; b] и выпукла (вогнута) на
интервале (a; b), то она выпукла (вогнута) и на отрезке [a; b].

На рисунке справа представлен график функ-
ции, выпуклой вверх на отрезке [a; b]. Здесь
y1 = f(x1) и y2 = f(x2). Множество точек
(xλ, yλ), где xλ = (1 − λ)x1 + λx2, yλ = (1 −
λ)y1 +λy2, λ ∈ [0; 1], образует отрезок (хорду),
соединяющий точки (x1, y1) и (x2, y2). Условие
выпуклости вверх выглядит так: f(xλ) ≥ yλ.

�

�

x

y
•

x2•

x1
• •

y2

•

•

a

•

•

b
•

xλ

f(xλ)
•

yλ•

Определение 2. Функция y = f(x), определенная и непрерывная на проме-
жутке I = 〈a; b〉 (a < b) называется выпуклой на этом промежутке, если для лю-

бых точек x1, x2 ∈ I выполняется неравенство f(x1) + f(x2)

2
≥ f

(
x1 + x2

2

)
. Если

последнее неравенство является строгим для любых точек x1 �= x2, то функция
называется строго выпуклой. Если выполняются неравенства противоположно-
го направления, то функция называется вогнутой или выпуклой вверх.

Оставим без доказательства тот факт, что для непрерывных на промежутке
функций определения 1 и 2 эквивалентны.

Пример 1. Функция y = loga x при a > 1 является выпуклой вверх или
вогнутой, а при a < 1 – выпуклой вниз.

log2 5 >
log2 2 + log2 8

2
= 2,

log2 3 >
3

2
, log2 6 >

5

2
и т. д. �

�

x

y

O 1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

-1

•

•

Критерий выпуклости. Если функция y = f(x), определенная и непрерыв-
ная на промежутке I = 〈a; b〉 (a < b) в каждой точке этого промежутка имеет
вторую производную, причем ∀x f ′′(x) ≥ 0, то функция выпукла. Если нера-
венство строгое, то функция строго выпукла.

Если ∀x f ′′(x) ≤ 0, то функция вогнута.
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Неравенство n точек
Начнем с утверждения, которое позволяет ввести еще одно эквивалентное опре-
деление выпуклости функции.
Теорема. (Неравенство n точек для выпуклой функции.) Если функ-
ция y = f(x), определенная и непрерывная на промежутке I = 〈a; b〉 (a < b)
является выпуклой на этом промежутке, то для любого натурального n и
для любых точек x1, x2, . . . , xn ∈ I выполняется неравенство

f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn)

n
≥ f

(
x1 + x2 + . . . + xn

n

)
.

Для вогнутой функции выполняется неравенство противоположного направ-
ления. При этом в случае строгой выпуклости (или вогнутости) неравенство
превращается в равенство только в том случае, когда x1 = x2 = . . . = xn.

Доказательство этого утверждения естественно провести по индукции по
n. При n = 2 оно совпадает с определением 2. Если утверждение верно для
некоторого натурального n, то, взяв в основном определении λ = 1

n + 1
, x1 =

x1 + x2 + . . . + xn

n
, x2 = xn+1, убеждаемся, что утверждение верно и для n + 1.

Аналогично, по индукции доказывается и замечание относительно равенства,
поскольку в случае строгой выпуклости неравенство превращается в равенство
только, если x1 = x2. Поскольку это же было верно для всех меньших n, то
получаем требуемое.

Эта теорема является «инструментом», позволяющим доказывать некоторые
классические неравенства. В частности, неравенства между так называемыми
«средними» величинами. К наиболее известным относятся следующие:

A(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + . . . + xn

n
— среднее арифметическое

G(x1, x2, . . . , xn) = n
√

x1x2 · · ·xn — среднее геометрическое

H(x1, x2, . . . , xn) = n
1

x1
+

1

x2
+ . . . +

1

xn

— среднее гармоническое

P (x1, x2, . . . , xn) =

√
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n

n
— среднее квадратичное

Пример 2. I = 〈a; b〉 = [0; +∞), f(x) = x2. Поскольку f ′′(x) = 2 > 0, то
функция выпукла на всей области определения. Неравенство n точек примет

вид: x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n

n
≥
(

x1 + x2 + . . . + xn

n

)2

. Извлекая корень из обеих частей
неравенства, получим√

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n

n
≥ x1 + x2 + . . . + xn

n
,

то есть P (x1, . . . , xn) ≥ A(x1, . . . , xn).
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Напомним, что уравнение касательной имеет вид: y = y0 + k(x − x0), где
y0 = f(x0), k = f ′(x0). Таким образом, если функция выпукла на промежутке
I, то справедливо неравенство

f(x) ≥ f(x0) + k(x− x0) x, x0 ∈ I, k = f ′(x0).

При этом, если функция строго выпукла на I, то неравенство является строгим,
за исключением случая, когда x = x0.

Пример 6. I = [0; +∞), f(x) = xn, n ∈ (1; +∞). Поскольку f ′′(x) = n(n −
1)xn−2 > 0 при x > 0, то функция выпукла на I. Неравенство для касательной
примет вид:

xn ≥ xn
0 + nxn−1

0 (x− x0) x, x0 ≥ 0.

Положим в этом неравенстве x0 = 1, x = 1 + q, q ≥ −1. Тогда неравенство
превратится в неравенство Бернулли:

(1 + q)n ≥ 1 + nq q > −1, n > 1.

При этом во всех случаях, кроме q = 0, неравенство является строгим.

Неравенство Йенсена
Неравенство n точек естественным образом обобщается.
Теорема. Если функция y = f(x), определенная и непрерывная на промежут-
ке I = 〈a; b〉 (a < b) является выпуклой на этом промежутке, то для любого
натурального n, любых точек x1, x2, . . . , xn ∈ I и любых неотрицательных чи-
сел λ1, λ2, . . . , λn, таких, что λ1 +λ2 + . . . + λn = 1, выполняется неравенство,
называемое неравенством Йенсена:

λ1f(x1) + λ2f(x2) + . . . + λnf(xn) ≥ f (λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn) .

Замечание. Число x = λ1x1+λ2x2+. . .+λnxn называется взвешенным средним
(взвешенным средним арифметическим) чисел x1, x2, . . . , xn с весами p1, . . . , pn,

если λi = pi

p1 + . . . + pn
. Если a = minxi, b = max xi, i = 1, . . . n, то x ∈ [a; b],

следовательно, взвешенное среднее всегда находится в том же промежутке I,
что и все числа xi.

Подставляя выражение для λi в неравенство Йенсена, получим второй ва-
риант этого же неравенства:

p1f(x1) + . . . + pnf(xn)
p1 + . . . + pn

≥ f

(
p1x1 + . . . + pnxn

p1 + . . . + pn

)
.

Доказательство теоремы. При n = 1 неравенство превращается в тривиаль-
ное равенство f(x) = f(x) (λ1 = 1). При n = 2 неравенство превращается
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в основное определение выпуклости. Предположим, что неравенство доказа-
но при некотором n, и докажем его для числа точек, равного n + 1. Пусть
x = λ1x1 + λ2x2 + . . . + λn+1xn+1. Если коэффициент λn+1 равен 1, то дока-
зательство можно считать законченным. Пусть теперь λn+1 < 1. Определим
величину y1 = λ′1x1 + λ′2x2 + . . . + λ′nxn, где λ′i = λi

1− λn+1
, i = 1, 2, . . . , n.

Мы выбрали λ′i так, чтобы выполнялось равенство λ′1 + . . . + λ′n = 1, которое
несложно проверить. Следовательно, по индукционному предположению y1 ∈ I
и f(y1) ≤ λ′1f(x1) + λ′2f(x2) + . . . + λ′nf(xn).

Далее: x = (1−λn+1)y1+λn+1xn+1 и в соответствии с основным определением
выпуклости

f(x) ≤ (1 − λn+1)f(y1) + λn+1f(xn+1) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + . . . + λn+1f(xn+1).

Теорема доказана.

Пример 7. I = R, f(x) = x2. Функция выпукла на всей прямой. Второй
вариант неравенства Йенсена примет вид:

p1x
2
1 + . . . + pnx2

n ≥ (p1 + . . . + pn) (λ1x1 + . . . + λnxn)2 ⇔

⇔ (p1x
2
1 + . . . + pnx2

n)(p1 + . . . + pn) ≥ (p1x1 + . . . + pnxn)2 .

Положим pi = b2
i , xi = ai

bi
. Тогда получим неравенство Коши – Буняковского

(a2
1 + . . . + a2

n)(b2
1 + . . . + b2

n) ≥ (a1b1 + . . . + anbn)2 ,

где ai и bi — произвольные числа.

Пример 8. I = [0; +∞), f(x) = xp, p > 1. По аналогии с предыдущим при-
мером получим:

⇔ (p1x
p
1 + . . . + pnxp

n)(p1 + . . . + pn)1−p ≥ (p1x1 + . . . + pnxn)p ⇔

⇔ (p1x
p
1 + . . . + pnxp

n)
1

p (p1 + . . . + pn)
1− p

p ≥ (p1x1 + . . . + pnxn) .

Обозначив q = p

p− 1,
pi = bq

i , xi = aib
1−q
i , получим неравенство Гёльдера

(ap
1 + . . . + ap

n)
1

p (bq
1 + . . . + bq

n)
1

q ≥ a1b1 + . . . + anbn,
1

p
+ 1

q
= 1.

Заметим, что неравенство Коши – Буняковского является частным случаем
неравенства Гёльдера при p = q = 2.
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З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1. Докажите, что функции ex, x4, x3 (x > 0), sin x (x ∈ [π; 2π]) явля-
ются выпуклыми.

Упр. 2. Докажите, что функции −ex, 3
√

x (x ≥ 0), x3 (x < 0), sinx (x ∈
[0; π]) являются вогнутыми.

Упр. 3.
◦ Определите выпуклость функции на указанном множестве:

a)
√

ex + 1 на R; b) x + 1

x
при x > 0; c) x3e−x при x < 0;

d) x− 1

x + 1
при x > −1; e) x3

x2 − 1
при x > 1; f) x

ln x
при 1 < x < e2.

Упр. 4. Докажите, что все решения указанных уравнений являются выпук-
лыми функциями в первом квадранте (то есть при x ≥ 0, y ≥ 0).

a) y′ = y + x2; b) y′ = y2 + x;

c) y′′ − xy = 0; d) y′ = y3 + x3.

Упр. 5. Рассматривается функция f(x) = A

x− a
+ B

x− b
(a < b) на интервале

I = (a; b) и лучах Ia = (−∞; a) и Ib = (b; +∞). Покажите, что функция
a) сохраняет выпуклость на интервале I и меняет ее один раз на одном

из лучей, если A и B разных знаков;
b) меняет выпуклость на интервале I и сохраняет ее на каждом из лучей,

если A и B одного знака.

Упр. 6. Докажите неравенства и проверьте, что они являются строгими,
если x �= 0 :

a) ex ≥ 1 + x, x ∈ R; b) ln(1 + x) ≤ x, x > −1;

c) sinx ≤ x, x ≥ 0; d) tg x ≥ x, x ∈ [0; π/2).

Упр. 7. Докажите, что неравенство Бернулли меняет направление, если n ∈
[0; 1].

Упр. 8. Докажите неравенство a4 + b4 + c4 ≥ abc(a + b + c).

Упр. 9. Докажите неравенство
√

ab +
√

bc +
√

ac ≤ (a + b + c), a, b, c ≥ 0.

Упр. 10. Докажите неравенство
√

c(a− c)+
√

c(b − c) ≤ √ab, (a, b ≥ c ≥ 0).

Упр. 11.
�Докажите, что всякая непрерывная, выпуклая вверх (или вниз) на

промежутке функция дифференцируема хотя бы в одной точке этого проме-
жутка.

О т в е т ы

Упр. 3. a) вниз; b) вниз; c) вверх; d) вверх; e) вниз; f) вниз.
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Функция f(x) называется выпуклой, или выпуклой вниз, если ее надгpафик
– выпуклое множество, и вогнутой, или выпуклой ввеpх, если ее подгpафик яв-
ляется выпуклым. Это опpеделение для непpеpывных функций эквивалентно
основным определениям предыдущей главы.

Пpямая на плоскости называется опоpной к множеству, если множество це-
ликом содеpжится в одной из замкнутых полуплоскостей, на котоpые пpямая
делит всю плоскость и пpи этом имеет с пpямой хотя бы одну общую точку.

Соответственно плоскость в пpостpанстве называется опоpной, если множе-
ство целиком содеpжится в одном из замкнутых полупpостpанств, на котоpые
плоскость делит все пpостpанство и пpи этом имеет с плоскостью хотя бы одну
общую точку.

Естественно, что каждая точка множества, чеpез котоpую пpоходит опоpная
пpямая (или плоскость, если pечь идет о множествах в пpостpанстве), является
гpаничной. Для выпуклых множеств веpно и обpатное – чеpез каждую гpанич-
ную точку пpоходит хотя бы одна опоpная пpямая (плоскость). (Заметим, что
это свойство может служить дpугим, эквивалентным, опpеделением выпуклого
множества.)

Если таких пpямых (плоскостей) несколько, то точка называется угловой.
Если же эта пpямая или плоскость единственна, то она называется касательной
в данной точке.

В случае, если pечь идет о функциях, пpямая pассматpивается как опоpная
к надгpафику или подгpафику в зависимости от того, выпукла функция или
вогнута.

Если опорная прямая в некоторой точке единственна, то она называется
касательной в данной точке к графику функции. В этом случае говорят, что
функция дифференцируема в данной точке, а тангенс угла наклона касательной
к положительному направлению оси Ox называется производной функции в
точке

tg ϕ = f ′ (x0).

Тpеугольник Рело
Если выпуклое множество на плоскости огpаничено, то интуитивно понятно,
что для каждой пpямой на плоскости можно постpоить две паpаллельные ей
опоpные пpямые такие, что множество целиком лежит между ними. Расстояние
между такими опоpными пpямыми называется шиpиной множества в данном на-
пpавлении (направлении опорных прямых). Если менять напpавление, то есть
пеpвоначальную пpямую, то и шиpина может меняться. Максимальное ее зна-
чение называется диаметpом множества.

Множество, шиpина котоpого не зависит от напpавления, называется мно-
жеством постоянной шиpины. Очевидным пpимеpом такого множества является
кpуг. Все остальные пpимеpы менее тpивиальны. Hаиболее известным из них
является тpегольник Рело, котоpый стpоится так, как показано на pисунке: он
имеет тpи угловые точки, являющиеся веpшинами pавностоpоннего тpеуголь-
ника, и тpи кpиволинейные «стоpоны», которые являются дугами окpужностей
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pадиуса, pавного стоpоне этого тpеугольника.

=⇒

Постpоение тpеугольника Рело

Экстpемальное свойство тpеугольника Рело состоит в том, что это наименьшая
по площади из выпуклых фигуp постоянной ширины, внутpи котоpых отpезок
заданной длины можно pазвеpнуть на 360◦. Интеpесно, что для более шиpокого
класса фигуp на плоскости, огpаниченных замкнутой непpеpывной кpивой (не
обязательно являющихся выпуклыми), указанная экстpемальная задача не име-
ет pешения в следующем смысле: для любого ε > 0 можно постpоить фигуpу,
площадь котоpой будет меньше ε, внутpи котоpой можно осуществить pазвоpот
отpезка заданной длины на 360◦.
Хаpактеpное свойство фигуp постоянной шиpины h состоит в том, что их пеpиметp
(длина гpаницы) всегда pавен одному и тому же числу, зависящему только от
h, а именно π h.

З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 2. Изобpазите множества на плоскости, опpеделяемые следующими си-
стемами неpавенств:

a)
{

y ≥ x2,
x ≥ y2; b)

{ |x|+ |y| ≤ 1,
x ≥ −1; c)

{
y ≥ |x− 1|,
y ≤ 1.

Какие из этих множеств являются ограниченными, какие — выпуклыми? Ка-
ков их диаметр?

Упр. 3.
◦ Изобразите надграфик функции f(x) на указанном промежутке. Яв-

ляется ли он выпуклым множеством?

a) f(x) = sinx, x ∈ [0; π]; b) f(x) = ex, x ∈ [−1; 1];

c) f(x) = lnx, x ∈ [1; e]; d) f(x) = x ln x, x ∈ (0; +∞).

Упр. 4.
◦ Hайдите площадь тpеугольника Рело диаметром 1 и покажите, что

она меньше площади кpуга того же диаметpа. Hа сколько пpоцентов?

О т в е т ы

Упр. 3. a) нет; b) да; c) нет; d) да. Упр. 4. S =
π −√3

2
; на 10%.
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8. Гpафики функций
Пpи постpоении гpафиков функций, задаваемых явными фоpмулами, то есть в
виде y = f(x), pекомендуется пpежде всего потpатить вpемя на то, чтобы сна-
чала упpостить выpажение, опpеделяющее функцию. Затем выделить цепоч-
ку элементаpных опеpаций с гpафиками, позволяющую упpостить постpоение:
сдвиг вдоль одной из осей, pастяжение или сжатие, взятие модуля и так далее.

К таким элементарным операциям относятся:
1) сдвиг вдоль вертикальной оси f(x) → f(x) + a (вверх при a > 0, вниз при

a < 0);
2) сдвиг вдоль оси абсцисс f(x) → f(x + a) (влево при a > 0, вправо при

a < 0);
3) сжатие вдоль оси ординат f(x) → af(x), |a| < 1, растяжение при |a| > 1

(при a < 0 — дополнительно меняется направление оси ординат);
4) сжатие вдоль оси абсцисс f(x) → f(ax), |a| > 1, растяжение при |a| < 1

(при a < 0 — дополнительно меняется направление оси абсцисс).

Упр. 1. Hиже изобpажены гpафики двух функций: f(x) = A sin(x + c) + B и
f(x) = A cos2(x + c) + B. Опpеделите в обоих случаях значения паpаметpов
A, B, c.

�
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x

y

x

y

π−π π−ππ
2

3π
2

3π
2

−π
2

π
2−π

2

1

2

−1

−2

3

1

2

−1

−2

3

0 0

План полного исследования функции
Пpи исследовании функции следует постаpаться ответить на следующие вопpо-
сы.

1◦. ОДЗ функции (X ≡ X(f) ≡ Dom(f)).
2◦. Является ли функция четной (f(x) = f(−x)) или нечетной (f(−x) =

−f(x)), или не обладает симметpией (свойством четности-нечетности)?
3◦. Является ли функция пеpиодической? Если да, то каков ее пеpиод?
4◦. Hайти нули функции, то есть коpни уpавнения f(x) = 0.
5◦. Hайти пpоизводную f ′(x).
6◦. Hайти стационарные точки функции f(x), то есть нули ее производной

(f ′(x) = 0), и точки, в которых производная не существует (критические точки).
7◦. Опpеделить участки монотонности, то есть участки возpастания и убы-

вания функции. Для этого на вещественной прямой отмечаются критические
точки и точки разрыва производной, после чего выясняются знаки производ-
ной на полученных интервалах.

8◦. Указать экстpемумы, то есть максимумы и минимумы.
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9◦. Указать тип точек разрыва (если они есть) и найти односторонние пре-
делы функции при приближении к точкам разрыва.

10◦. Найти асимптоты функции:
a) вертикальные асимптоты. Они появляются, если функция стремится к бес-

конечности при приближении к точке разрыва или к точке, являющейся грани-
цей области определения;

b) горизонтальные асимптоты. Определяются поведением функции при x →
+∞ и x→ −∞; появляются, если при этом функция стремится к постоянной;

c) наклонные асимптоты, то есть асимптоты вида y = kx + b. Необходи-
мым условием наличия наклонной асимптоты является существование преде-
ла limx→+(−)∞

f(x)

x
. Этот предел и является коэффициентом k. Параметр b

определяется соотношением limx→+(−)∞(f(x)− kx− b) = 0. Таким образом,

k = lim
x→+(−)∞

f(x)

x
, b = lim

x→+(−)∞
(f(x)− kx).

11◦. Вычислить вторую производную.
12◦. Найти точки перегиба и участки выпуклости и вогнутости.

Замечание 1. В конце исследования полезно указать множество значений
функции (E(f)), хотя это множество легко определяется из графика после того,
как указаны экстpемумы функции и ее асимптоты.
Замечание 2. Разумеется, не обязательно выдеpживать указанную пpогpамму
полностью, тем более что во многих ситуациях построение упрощается после
удачного пpеобpазования фоpмулы, опpеделяющей исследуемую функцию.

Пример 1. Постpоить гpафик функции f(x) = x2e−x.

Решение.
1◦. X(f) = R.
2◦. График функции не обладает симметрией (функция не обладает свой-

ством четности или свойством нечетности).
3◦. Функция не является пеpиодической. Действительно, в противном слу-

чае значение y = 0, которое функция принимает в точке 0, должно было бы
повторяться.

4◦. f(x) = 0 ⇔ x = 0.

5◦. f ′(x) = x(2− x)e−x.

6◦. f ′(x) = 0 ⇔ x = 0 или x = 2.
7◦. f ′(x) > 0 ⇔ x ∈ (0; 2).
8◦. x = 0 является минимумом, а x = 2 – максимумом. Находим значения:

f(0) = 0, f(2) = 4e−2 ≈ 0,54.
9◦. Точек разрыва нет.
10◦. lim

x→−∞ f(x) = +∞, lim
x→+∞ f(x) = 0 ⇒ E(f) = [0;∞).

Асимптота только одна (горизонтальная): при x → +∞ график приближа-
ется к прямой y = 0.
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Хаpактеp поведения функции понятен, однако для уточнения формы гра-
фика полезно более точно найти участки выпуклости и вогнутости.

Зачастую это отнимает много времени, посколь-
ку вторая производная не всегда имеет «хороший
вид». Но в данном случае найти ее несложно.

11◦. f ′′ = (x2 − 4x + 2)e−x.

12◦. f ′′(x) = 0 ⇔ x = 2±
√

2.
Следовательно, на участках (−∞; 2 − √2) и (2 +√

2;∞) функция выпукла. На участке (2−√2; 2 +√
2) — вогнута.

Подсчитав значения дополнительно в нескольких
точках, рисуем гpафик.

�

�

x

y

f(x) = x2e−x

План исследования тригонометрических функций не отличается от обычно-
го, стоит лишь заметить, что тригонометрические функции, как правило, явля-
ются периодическими. Кроме обычной четности-нечетности зачастую тpигоно-
метpические функции обладают дополнительными свойствами:

f(π + x) = f(x), – в этом случае мы будем говоpить, что f π-четна, – или
f(π + x) = −f(x) – π-нечетна.

Пример 2. Постpоить гpафик функции f(x) = cos2 x

3− 2 cos x
.

Решение. X(f) = R. E(f) опpеделится позже. Функция четна, поскольку
cosx – четная функция. Функция пеpиодическая с пеpиодом 2π . Если опpеде-

лить g(t) = t2

3− 2t
, то f(x) = g(cosx) .

f(x) = 0 ⇔ x = π

2
+ πk, k ∈ Z.

f ′(x) = g′(t)|t=cos x (cosx)′ = 2t(3− t)

(3− 2t)2

∣∣∣∣
t=cos x

(− sinx).

f ′(x) = 0 ⇔ x = πk

2
, k ∈ Z.

Заметим тепеpь, что гpафик достаточно постpоить на пpомежутке [0; π]. В
силу четности функции его можно отpазить симметpично относительно оси оp-
динат на интеpвал [−π; 0], а затем по пеpиодичности пpодолжить на всю пpя-
мую. Таким обpазом, для постpоения схемы графика достаточно опpеделить
значения в точках 0, π/2, π . Имеем:

f(0) = 1, f
(

π

2

)
= 0, f(π) = 1

5
.

Hаконец выясняем, что E(f) = [0; 1]. Хаpактеp поведения функции таким обpа-
зом ясен. Подсчитав значения дополнительно в нескольких точках, можно уточ-
нить фоpму гpафика.

Асимптот у графика нет. Определение выпуклости оставим в качестве упраж-
нения.
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cos2 x

3− 2 cos x
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Асимптоты
Асимптоты бывают вертикальными, наклонными и горизонтальными (частный
случай наклонных). Прямая x = x0 называется вертикальной асимптотой гра-
фика функции f(x), если существует последовательность xn, стремящаяся к x0

такая, что f(xn) →∞.
Если f(xn) стремится к бесконечности при приближении xn к x0 только с

одной стороны, то асимптота называется односторонней.
Асимптота называется нечетной, если f(x) стремится к бесконечности неко-

торого знака при приближении x к x0 с одной стороны и меняет знак, стремясь
к бесконечности, при приближении x к x0 с другой стороны.

Асимптота называется четной, если f(x) стремится к бесконечности некото-
рого знака при приближении x к x0 с каждой стороны.

Асимптота называется простой, если она является четной или нечетной.

Пример 3. Прямая x = 0 является для функции y = 1/x нечетной асимпто-
той, а для функции y = 1/x2 четной.

Пример 4. Ниже изображены графики трех функций. Везде прямая x = 0
является асимптотой, причем в третьем случае она является односторонней
(правосторонней) асимптотой.
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�

x

y

y =
1
x

+ sin
2π

x

• �

�

x

y

y = π ln |x| sin
4π

x

• �

�

x

y

y =
|x|

|x| − sin x

•◦

Пример 5. Рассмотрим функцию f(x) = 2x

ln(x− 1)
. Здесь x = 2 — двусторон-

няя вертикальная асимптота, поскольку f(x) → −∞ при x→ 2− 0 и f(x) →
+∞ при x→ 2 + 0.
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Асимптотические кривые. Кривая y = ϕ(x) называется правой асимпто-
той графика функции f(x), если f(x) − ϕ(x) → 0 при x → +∞. Аналогично
определяется левая асимптота. Если кривая y = ϕ(x) является правой или
левой асимптотой (или одновременно и левой и правой), то она называется про-
сто асимптотой или асимптотической кривой. Заметим, что если ϕ(x) является
асимптотой для f(x), то и наоборот, f(x) является асимптотой для ϕ(x). Таким
образом, y = f(x) и y = ϕ(x) — взаимно асимптотические кривые.
Наклонные и горизонтальные асимптоты. Чаще всего в качестве асимп-
тотических кривых рассматривают прямые y = kx+ b. При этом, если k = 0, то
асимптоты называют горизонтальными. В общем случае их называют наклонны-
ми. В дальнейшем мы тоже, как правило, будем этим ограничиваться.

Необходимым условием того, что прямая y = kx + b есть правая наклонная
асимптота графика y = f(x), является равенство

k = lim
x→+∞

f(x)

x
,

которое подразумевает, естественно, что указанный предел существует. Доста-
точным условием является существование и второго предела:

b = lim
x→+∞(f(x)− kx).

Пример 6. Ниже изображены графики трех функций. У первой из них асимп-
тотой является парабола y = x2 − 2x − 2 и другой асимптотой (вертикаль-
ной) прямая x = −1. У второй есть правая асимптота (наклонная): y = x.
У третьей две разные наклонные асимптоты: y = (π/2 − 1)x − 2 (правая) и
y = −(π/2 + 1)x− 2 (левая).
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y =
x3 − x2 − 3x

x + 1
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x

y

y = x + sinx e−x/3
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x

y

y = x( arctg x− 1)

Построение графиков дробно-рациональных функций
Напомним, что дробно-рациональнойфункцией называетсяфункция вида R(x) =
P (x)

Q(x)
, где P (x) = a0x

m + a1x
m−1 + . . . + am, Q(x) = b0x

k + b1x
k−1 + . . . + bk,

a0 �= 0, b0 �= 0. Мы при этом предполагаем, что дробь P (x)/Q(x) несократима,
то есть числитель и знаменатель не имеют общих корней.
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При построении графиков таких функций мы рекомендуем следующий ал-
горитм.

Шаг 1. Если степень числителя больше или
равна степени знаменателя, то следует приве-
сти дробь к стандартному виду, выделив целую
часть и правильную дробь. Это можно сделать,
разделив многочлен на многочлен «уголком».

x3 − x + 1 x2 − x

x + 1x3 − x2

x2 − x

x2 − x

1

Например, x3 − x + 1

x2 − x
= x + 1 + 1

x2 − x
. Целая часть этого разложения и

является асимптотической кривой ϕ(x). В нашем примере это прямая y = x+1,
которая будет наклонной асимптотой.
Шаг 2. Обозначим числитель получившейся правильной дроби через p(x), а
саму правильную дробь через f(x). Пусть x0 — некоторый корень знаменателя
кратности s. Тогда x = x0 является асимптотой той же четности, что и число s.

Обозначим через Q0(x) — многочлен, стоящий в знаменателе, но без множи-

теля (x−x0)s и найдем число p0 = p(x0)

Q0(x0)
. Тогда будет справедливо соотношение

f(x) ∼ p0

(x− x0)s
при x → x0, то есть вблизи вертикальной асимптоты график

ведет себя как функция p0

(x− x0)s
.

Шаг 3. Находим корни функции p(x) и на асимптотической кривой отмечаем
точки, абсциссы которых совпадают с этими корнями. Используя то, что график
функции F (x) пересекает асимптотическую кривую ϕ(x) только в этих точках,
строим эскиз графика.

Упр. 2. На рисунке изображены графики трех дробно-рациональных функций,
представленных в стандартном виде. Пунктиром выделены асимптотические
кривые и вертикальные асимптоты. Укажите тип этих асимптот и точки
пересечения графика с асимптотической кривой.

�

�

x

y

y =
x

2
+

x3 − x

2(x2 − 4)(x2 − 9)

•• •
• �

�

x

y

y =
x

2
+

x3 − x

2(x2 − 9)2

•• •
• �

�

x

y

y =
x3

12
− x +

x− 1
x2 − 9

•

•

Разумеется, находить наклонные асимптоты можно и другим путем — ис-
пользуя пределы для нахождения постоянных k и b.
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Пример 7. Найти асимптоты гpафика функции f(x) = 2x3 − 5x− 4

x2 − x
.

Решение. Вертикальные асимптоты определяются уравнениями x = 0 и x = 1
(нули знаменателя), поскольку при этих значениях числитель не равен нулю.

Чтобы найти наклонные асимптоты, следует рассмотреть предел отношения

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

2x3 − 5x− 4
x(x2 − x)

= 2.

После этого рассматриваем предел разности

lim
x→∞(f(x)− 2x) = lim

x→∞
2x3 − 5x− 4

x2 − x
− 2x = lim

x→∞
2x2 − 5x− 4

x2 − x
= 2.

Таким образом, наклонная асимптота единственна — это прямая, задающа-
яся уравнением y = 2x + 2.
Иррациональные особенности. В этом коротком параграфе мы должны до-
говориться об областях определения.

Функция xα определена при всех x (кроме нуля при α<0), если α — целое
или рациональная дробь вида m/n, где n — нечетное, а m — четное целое число.
В последнем случае принято записывать xm/n = n

√
xm во избежание неприят-

ностей, связанных с равенством m

n
= 2m

2n
.

В остальных случаях функция xα опреде-
лена при x ≥ 0, если α ≥ 0, и при x > 0,
если α < 0.

Упр. 3. Справа изображены графики
функций xα при

α = −1/
√

3, 1/e,
√

2, π.
Сопоставьте каждому графику свое α.

�

�

x

y

Приведем еще три примера графиков функций, содержащих иррационально-
сти. Во всех случаях функция имеет вид y = x/2 +ϕ(x). Функция ϕ(x) указана
под графиком.

�

�

x

y

ϕ(x) = 3
√
x− 1− 3

√
x + 2

• �

�

x

y

3
√

(x− 1)2 − 3
√

(x + 2)2

• �

�

x

y

1
3
√

(x− 1)2
− 1

3
√

(x + 2)2

•
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План полного исследования функции

Функция f(x) x3e−x
√

x2 − 1 +
√

x2 + 1

1 ОДЗ (Dom (f)) x ∈ R |x| ≥ 1

2 Симметрия — четная

3 Пеpиодичность нет нет

4 Нули функции x = 0 нет

5 Пpоизводная x2e−x(3− x)
x√

x2 − 1
+

x√
x2 + 1

6 Критические точки x1 = 0, x2 = 3 нет

7 Участки монотон-
ности

• •
�

��
�

�� �
��0 3

• •�
�� �

��
−1 1

максимум: минимумы:

8 Экстpемумы
�

x = 3,
y = 27e−3

�
x1 = −1

y1 =
√

2,

�
x1 = 1

y1 =
√

2

9 Точки разрыва: нет нет

10 Асимптоты:
вертикальные нет нет
горизонтальные y = 0 при x → +∞ нет

наклонные нет y = −2x при x → −∞,
y = 2x при x → +∞

11 Вторая производная xe−x(x2 − 6x + 6)
1

(x2 + 1)3/2
− 1

(x2 − 1)3/2

12 Точки перегиба и вогнутая

участки выпуклости • • •
� � � �

0

3−√3

3 +
√

3
(выпуклая вверх)
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Упр. 4. Проведите полное исследование функций, графики которых приведены
на нескольких следующих страницах.

f(x) =
4x

(x + 1)2 g(x) =
x3 − 3

x

�

�

�

�

x

y

x

y

• •
O O

f(x) =
2x− 1

x2
g(x) = x2e1/x

�

�

�

�

x

y

x

y

• ◦
O O

f(x) = 2x +
1
x2

g(x) =
(x + 1)2

x2 + 2x

�

�

�

�

x

y

x

y

• •
O O
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f(x) = x ln2 x g(x) =
x3

x2 − 1

�

�

�

�

x

y

x

y

◦ •◦
O O

f(x) =
x

lnx
g(x) =

x3

x2 + 1

�

�

�

�

x

y

x

y

•◦
O O

f(x) =
4
√

x

x− 2
g(x) = x2 ln2 x

�

�

�

�

x

y

x

y

• ◦
O O
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f(x) =
√

x2 + 1−
√

x2 − 1 g(x) = x2 − lnx

�

�

�

�

x

y

x

y

• •

••

O O

f(x) = 3
√

x2 − 1 g(x) =
x2

x + 1

�

�

�

�

x

y

x

y

••
O O

f(x) = 2x− 3 3
√

x2 g(x) =
3− 2x

(x− 2)2

�

�

�

�

x

y

x

y

••
O O

103



f(x) = 1 + 3
√

(x− 1)2 g(x) =
ex

2(1− x)

�

�

�

�

x

y

x

y

• •
O O

f(x) =
x2

1− x2
g(x) = (1− x)ex

�

�

�

�

x

y

x

y

••
O O

f(x) =
2x− 1

(x− 1)2 g(x) = (x− 1)e1/x

�

�

�

�

x

y

x

y

• ◦
O O
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9. Кривые, заданные параметрически
Достаточно часто кривые задаются в параметрическом виде: x = ϕ(t), y =
ψ(t), t ∈ I ⊂ R. Например: x = 2t − t2, y = 3t − t3, t ∈ R. Функции ϕ(t), ψ(t)
называются координатными функциями. Для того чтобы изобразить такую кри-
вую, рекомендуется следующая программа.
Шаг 1. Проводим исследование координатныхфункций x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈
I и строим их графики.

ϕ(t) = 2t− t2 ψ(t) = 3t− t3

�

�

�

�

t

x

t

y

• •

Шаг 2. Рассматриваем критические точки координатных функций, то есть такие
точки кривой, в которых производная одной из координатных функций равна
нулю или не существует. В нашем примере ϕ′(t) = 2 − 2t, ψ′(t) = 3 − 3t2 и,
следовательно, таких точек две: t1 = −1, t2 = 1.

Особыми точками будем называть точки, в которых обе производные обра-
щаются в нуль или не существуют. Остальные точки называются регулярными.

В нашем примере особой является точка, соответствующая t = 1. В осо-
бой точке касательная к кривой не всегда определена. В регулярной точке ка-
сательная определяется следующим образом: считаем тангенс угла θ наклона
касательной к положительному направлению оси абсцисс (аналог производной
y′x) по формуле

k = tg θ(t) =
ψ′(t)
ϕ′(t)

, ϕ′(t) �= 0

и тем самым определяем тангенс угла наклона касательной к графику в неосо-
бых точках. Если ψ′(t) �= 0, а ϕ′(t) = 0, то касательная к кривой будет верти-
кальной.

�• •−1 1 t
Шаг 3. Отмечаем на прямой t критические
точки координатных функций (а также точ-
ки разрыва производной каждой из координат-
ных функций).
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Схема кривой

�

�

x

y

•

•

• •

•
A(−2)

A(−1)

A(2)

A(1)

Шаг 4. Фиксируем на плоскости x, y все от-
меченные точки и соединяем их между собой
отрезками вместе с указанием на направле-
ние изменения параметра t. Для того чтобы
понять направление кривой при приближении
к границе области задания (в частности, при
t → ±∞), нужно найти пределы

lim
t→±∞ x(t), lim

t→±∞ y(t)

или подсчитать значения в одной из точек,
близкой к границе. В нашем случае на графи-
ке появляются точки A(2) и A(−2). Получаем
схему кривой.

x = 2t− t2, y = 3t− t3

�

�

x

y

•

•

• •

•
A(−2)

A(−1)

A(2)

A(1)
Шаг 5. Считаем производную y′x по формуле

y′x(t) = ψ′(t)
ϕ′(t)

, x(t) = ϕ(t)

в точках, где ϕ′(t) �= 0, и тем самым определя-
ем тангенс угла наклона касательной к графи-
ку в регулярных точках. Подставив несколько
контрольных значений, окончательно уточня-
ем график.

На представленном ниже рисунке показаны возможные типы поведения кри-
вых вблизи особых точек. Везде в качестве особой точки рассматривается на-
чало координат. Кривые задаются следующими координатными функциями:

a)

{
x = t3,

y = t2;
b)

{
x = t3,

y = t7;
c)

⎧⎨
⎩ x = t sin 2π

t
, x(0) = 0

y = t cos 2π

t
, y(0) = 0.

�

�

x

y

a)

�

�

x

y

b)

�

�

x

y

c)

Параметрически заданные кривые иногда называют траекториями, интерпрети-
руя параметр t как время.
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Пример 1. Траектория точки на окружности, катящейся по прямой без сколь-
жения, называется циклоидой.

�

�

x

x = t− sin t

y = 1− cos t

y

•
•

t

•O

O

Кривые в полярных координатах
Достаточно распространенным является использование в качестве параметра
полярного угла, то есть угла, который отсчитывается от луча Ox до направле-
ния на точку против часовой стрелки. Говорят, что кривая задана в полярных
координатах, если задан полярный радиус r (расстояние от начала координат до
точки) как функция полярного угла: r = r(ϕ). Функция r(ϕ) при этом обыч-
но предполагается периодической с периодом 2π. К декартовым координатам
можно переходить по формулам

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Полярной розой называется кривая на плоскости, уравнение которой в по-
лярных координатах имеет вид r = 2a sinkϕ, где a и k — некоторые постоянные.
На рисунке ниже изображены три таких кривых, построенных при a = 2 и раз-
личных k.

�

�

x

y

k = 2

�

�

x

y

k = 3/2

�

�

x

y

k = 4/7

Пример 2. Показать, что роза, соответствующая k = 1, является окруж-
ностью радиуса a с центром в точке Q(0, a).

Решение. Рассмотрим произвольную точку M(x, y) на кривой, где x = r cosϕ =
2a sinϕ cos ϕ, y = r sin ϕ = 2a sin2 ϕ. Тогда d2(M, Q) = (x − x0)2 + (y − y0)2 =
4a2 sin2 ϕ cos2 ϕ+(2a sin2 ϕ−a)2 = 4a2 sin2 ϕ(cos2 ϕ+sin2 ϕ)−4a2 sin2 ϕ+a2 = a2.
Утверждение доказано.

Степенной розой называется кривая на плоскости, уравнение которой в по-
лярных координатах имеет вид rk = 2ak sin kϕ, причем независимо от k угол ϕ
таков, что sin kϕ ≥ 0.
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Лемнискатой относительно фокусов F1, F2, . . . , Fn называется множество то-
чек M таких, что произведение расстояний от M до фокусов постоянно. Лемнис-
ката называется центрально-симметричной, если фокусы образуют правильный
n-угольник с центром в начале координат и само начало координат входит в
это множество.
Упр. 1.

�Покажите, что степенная роза, со-
ответствующая a = 4 и k = 3, изображен-
ная на рисунке справа, является лемнискатой
относительно фокусов Fj (j = 1, 2, 3) с коорди-
натами xj = a cosϕj , yj = a sin ϕj , где ϕj =
π/6 + 2π(j − 1)/3.

Упр. 2.
�Покажите, что роза степени 2 так-

же является центрально-симметричной лем-
нискатой (она называется лемнискатой Бер-
нулли). Постройте ее и найдите ее фокусы.

�

�

x

y

••

•

F1F2

F3

•M

Параметризация кривых, заданных неявно
Говорят, что кривая на плоскости задана неявно, или в неявном виде, если коор-
динаты ее точек определяются уравнением F (x, y) = 0. Например: x2+y2−1 = 0
— уравнение окружности. В этом случае, предполагая, что кривую на нужном
участке можно задать равенством y = y(x), где y(x) — функция, имеющая про-
изводную, получим для функции Φ(x) = F (x, y(x)) :

Φ(x) ≡ 0 ⇔ F (x, y(x)) ≡ 0 ⇒ Φ′(x) = 0 ⇒ F ′x(x, y) + y′(x) · F ′y(x, y(x)) = 0,

откуда определяется производная y′(x).
Попытки разрешить уравнение F (x, y) = 0 относительно y редко приводят

к удобному способу изображать кривую. Например, даже в случае окружности
мы получаем не слишком хорошую зависимость: y =

√
x2 − 1 при y ≥ 0 и y =

−√x2 − 1 при y ≤ 0.
Другой, более предпочтительный способ изображения кривой состоит в том,

чтобы представить ее в параметрическом виде. Переход от неявного задания
кривой к параметрическому и называется параметризацией.

x2/5 + y2/5 = 52/5

�

�

x

y

•

x4 + y4 = 54

�

�

x

y

•
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Пример 3. Астроида x2/5 + y2/5 = a2/5, a > 0, допускает параметризацию
x = a cos5 ϕ, y = a sin5 ϕ (ϕ ∈ [0; 2π)).

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 3. Укажите параметрическое представление кривой x4+y4 = a4 (a > 0).

Упр. 4. Нарисуйте кривые, заданные неявно, подобрав соответствующее па-
раметрическое представление или разрешив уравнение относительно y :

a)
x2

4
+

y2

9
= 1; b)

x2

9
− y2

4
= 1; c)

x

9
− y2

4
= 1;

d) x3 + y3 − 3xy = 0; e) x2/3 + y2/3 = 52/3; f) x3 + y3 = 53.

Упр. 5. Поставьте в соответствие каждой из указанных шести пар коорди-
натных функций один из шести изображенных ниже рисунков:

a)

�
x = 2t− t3/3,

y = 3t− t3/3;
b)

�
t/(1− t2),

t3/(1 + t2);
c)

�
4 cos 2t,

4 cos 3t;

d)

�
4 sin3 t,

4 cos3 t;
e)

�
t/2 cos 2t, |t| ≤ 3π,

t/2 sin t;
f)

�
−3 cos t, |t| ≤ 6π,

−(t cos t− sin t)/4.

�

�

x

y

�

�

x

y

�

�

x

y

�

�

x

y

�

�

x

y

�

�

x

y

Упр. 6. Постройте следующие кривые:

a)

�
x = 12t − t3,

y = 3t− t3;
b)

�
x = t2/(1− t2),

y = t/(1 + t2);
c)

�
x = 4 cos4 t,

y = 4 sin4 t;
d)

�
x = 4 cos 2t,

y = 4 sin 3t.
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Матрицы и линейные системы

1. Матpицы и опеpации с ними
Матpицей мы называем пpямоугольную таблицу чисел. Если в матpице m стpок
и n столбцов, то говоpят, что матpица имеет pазмеp m×n. Пpи этом для матpи-
цы

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

⎞
⎟⎟⎠

используются также следующие обозначения:

A = (aij)
j=1,n
i=1,m = ||aij || =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

⎡
⎣ a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

⎤
⎦ .

Отметим, что матpицы можно умножать на числа, матpицы одного pазмеpа
можно складывать. Например:(

3 1
2 0

)
+

(
−1 0

2 5

)
=

(
2 1
4 5

)
, 2 ·

(
1 0

−1 2

)
=

(
2 0

−2 4

)
.

Матpица, у котоpой число стpок совпадает с числом столбцов, называется
квадратной.

Матpица, у котоpой только одна стpока и несколько столбцов, называется
вектоp-стpокой, или пpосто стpокой. Матpица, у котоpой только один столбец и
несколько стpок, называется вектоp-столбцом, или пpосто столбцом. И вектоp-
столбец, и вектоp-стpока называются также пpосто вектоpами.

вектоp-стpока: (1, 3, 5, 7); вектоp-столбец:

⎛
⎜⎜⎝

1
3
5
7

⎞
⎟⎟⎠ .

Как правило, мы будем записывать вектоp в виде стpоки — из сообpажений
экономии места. Однако в одном случае пpинято писать вектоp в виде столбца,
если, как говоpят, матpица действует на вектоp. В этом случае матpица долж-
на иметь столько столбцов, какова pазмеpность вектоpа. Говоpят также, что
матpица умножается слева на вектоp, или что вектоp умножается спpава на матpи-
цу. Пpи таком умножении в pезультате получается вновь вектоp-столбец, но уже
дpугого pазмеpа (если только матpица не была квадpатной). Например:

Ab =

⎛
⎝ 0 1 2 2

0 −2 4 4
1 0 −1 0

⎞
⎠·
⎛
⎜⎜⎝

1
3
5
7

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎝ 0 · 1 + 1 · 3 + 2 · 5 + 2 · 7

0 · 1− 2 · 3 + 4 · 5 + 4 · 7
1 · 1 + 0 · 3− 1 · 5 + 0 · 7

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 27

42
−4

⎞
⎠ .
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Пpи этом матpица A может быть вектоp-стpокой. В этом случае обpазуется век-
тоp pазмеpности 1, то есть пpосто число, которое называется скаляpным пpоиз-
ведением соответствующих вектоpов и обозначается через 〈u, v〉 или (u, v), где
u и v — векторы одного размера. Например, если u = (1, −3, 5), v = (2, 3, 8),
то

〈u, v〉 = (1,−3, 5)

⎛
⎝ 2

3
8

⎞
⎠ = 1 · 2 + (−3) · 3 + 5 · 8 = 33.

Перемножение матриц
Если пеpемножаются матpицы A и B, пpичем матpица A стоит слева, а матpица
B — спpава, то pезультатом будет матpица, столбцы котоpой получаются по-
очеpедным умножением столбцов матpицы B спpава на матpицу A. Если число
столбцов матрицы A не совпадает с числом строк матрицы B, то произведение
матриц не определено.

Пример 1. AB =

⎛
⎝ 0 1 2

0 −2 4
1 0 −1

⎞
⎠ ·

⎛
⎝ 1 2

3 4
5 6

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 13 16

14 16
−4 −4

⎞
⎠ .

Упр. 1. Найти произведение AB, если A =

⎛
⎝ 1 2

2 −3
−3 1

⎞
⎠ , B =

(
1 1 2
1 −1 2

)
.

Произведение матриц в общем случае не обладает свойством коммутативно-
сти (перестановочности). Например:

(
1 0
1 0

)
·
(

1 1
0 0

)
=
(

1 1
1 1

)
, но

(
1 1
0 0

)
·
(

1 0
1 0

)
=
(

2 0
0 0

)
.

Однако операция перемножения матриц обладает свойством ассоциативно-
сти, то есть (AB)C = A(BC), если, конечно, произведения определены. Вместе
с операцией сложения она обладает свойством дистрибутивности: A(B + C) =
AB + AC.

Достаточно часто приходится иметь дело с квадратными матрицами одной
и той же размерности n. Множество таких матриц обозначим черезMn. В этом
классе матриц существует «единица», или единичная матрица, то есть такая
матрица E, что никакая матрица не меняется при умножении на нее. Это озна-
чает, что для любой матрицы A из класса Mn верно, что AE = EA = A. Если
хотят подчеркнуть, что матрица E имеет размерность n, то пишут En. Единич-
ная матрица имеет единицы на главной диагонали и нули вне этой диагонали.
Например:⎛
⎝ 1 2 3

4 5 6
7 8 9

⎞
⎠
⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠
⎛
⎝ 1 2 3

4 5 6
7 8 9

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1 2 3

4 5 6
7 8 9

⎞
⎠ .
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Определитель квадратной матрицы
Важной характеристикой квадратных матриц является числовая величина, на-
зываемая опpеделителем, или детерминантом, матpицы.

Определитель обозначается следующим образом:

detA = |A| = det

⎛
⎝ a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

⎞
⎠ =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ .

При n = 1 и n = 2 определитель задается простыми явными формулами

A = (a) =⇒ detA = a, A =
(

a b
c d

)
=⇒ detA = ad− bc.

При n > 2 детерминант удобнее определить (и вычислять) «индуктивным спосо-
бом» (индукция по размерности матриц). Однако прежде обозначим те аксиомы
(свойства), которым должны удовлетворять определители.

С в о й с т в а о п р е д е л и т е л я

• При пеpестановке двух стpок определитель меняет знак.

• При умножении одной из стpок на число определитель умножается на это
число.

• Пpи прибавлении к одной из стpок другой строки, умноженной на число,
определитель не меняется.

• Определитель равен нулю, если две строки одинаковы или одна из строк
состоит из нулей.

• Все указанные выше свойства верны и для столбцов.

Пример 2. Показать, что определитель

�
�
�
�
�
�

1 2 3
4 5 6
7 8 9

�
�
�
�
�
�

равен нулю.

Решение. Вычтем из третьей строки вторую, а затем из второй — первую.

Получим определитель

�
�
�
�
�
�

1 2 3
3 3 3
3 3 3

�
�
�
�
�
�

, у которого две строки одинаковы, и, следо-

вательно, он равен нулю.

Для того чтобы осуществить индукционный переход, то есть чтобы для под-
счета определителей данного порядка использовать определители меньшего по-
рядка, введем еще несколько понятий.
Минор. Если после вычеркивания одного или нескольких столбцов и одной или
нескольких строк в прямоугольной матрице образуется квадратная матрица, то
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З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 2.
◦ Найдите произведения AB, BA, BC, CB, ABC, CBA (при усло-

вии, что они определены), если:

a) A =
(

1 −1 2 −2
1 1 2 2

)
, B =

⎛
⎜⎜⎝

0 1
2 0
0 3
4 0

⎞
⎟⎟⎠ , C =

(
0 1
1 0

)
;

b) A =

⎛
⎜⎜⎝

1 −1
2 −2
3 −3
4 −4

⎞
⎟⎟⎠ , B =

(
1 1 2 2
1 −1 2 −2

)
, C =

(
0 1
0 1

)
;

c) A =

⎛
⎝ 3 2 1 0
−1 −2 −3 −4

1 0 1 0

⎞
⎠ , B =

⎛
⎜⎜⎝

1 −1 1
2 −2 2
3 −3 3
4 −4 4

⎞
⎟⎟⎠ , C =

⎛
⎝ 1

0
1

⎞
⎠ .

Упр. 3.
◦ Найдите указанные ниже произведения матриц:

A =

⎛
⎝ 0 1 0

1 0 3
0 0 −1

⎞
⎠
⎛
⎝ 0 1 3

1 0 0
0 0 −1

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 1 0 −1

1 0 0
0 −1 0

⎞
⎠
⎛
⎝ 0 1 0

0 0 −1
−1 1 0

⎞
⎠ ,

C =

⎛
⎝ 0 1 3

1 0 0
0 0 −1

⎞
⎠
⎛
⎝ 0 1 0

1 0 3
0 0 −1

⎞
⎠ , D =

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 −1
−1 1 0

⎞
⎠
⎛
⎝ 1 0 −1

1 0 0
0 −1 0

⎞
⎠ .

Упр. 4.
◦ Приведите пример двух матриц A и B таких, что:

a) произведение AB определено, но произведение BA не определено;
b) произведения AB и BA определены, но AB �= BA;
c) произведения AB и BA определены, и при этом AB = BA.

Упр. 5.
◦ Для указанных матриц найдите их квадрат:

A =

⎛
⎝ 1 0 0

0 2 0
0 0 3

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 2 0 0

1 2 0
0 0 3

⎞
⎠ , C =

⎛
⎝ 3 0 0

1 3 0
0 1 3

⎞
⎠ .

Упр. 6.
◦ Для указанных матриц найдите их четвертую степень:

A =

⎛
⎜⎜⎝
−1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎠ , B =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎠ , C =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

⎞
⎟⎟⎠ .

Через 0 обычно обозначается нулевая матрица, то есть матрица, у которой все
элементы равны нулю. Матрица M называется нильпотентной, если существует
натуральное число n такое, что Mn — нулевая матрица.
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Упр. 7.
�◦ Указаны три матрицы: S, J и Q. Найдите произведения SQ, QS,

A = SJQ, A4. Является ли матрица J нильпотентной?

S =

⎛
⎜⎜⎝

0 −4 1 2
0 2 2 −1
0 3 −2 1
5 0 0 0

⎞
⎟⎟⎠ , J =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎠ , Q =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 0 1
0 1 1 0
1 2 0 0
2 1 2 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Матрица M называется идемпотентной, если M2 = M.

Упр. 8.
�◦ Приведите пример идемпотентной матрицы, не являющейся диа-

гональной.

Матрица M называется потенциальной, если существует натуральное число
n такое, что Mn = E.

Упр. 9.
�◦ Указаны три матрицы: S, P и Q. Найдите произведения SQ, QS,

A = SJQ, A4. Является ли матрица J потенциальной?

S =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1 1
0 1 2 0
1 2 0 2
2 0 2 1

⎞
⎟⎟⎠ , J =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎞
⎟⎟⎠ , Q =

⎛
⎜⎜⎝
−8 −2 1 6
−6 5 4 −2

3 4 −2 1
10 −4 2 −1

⎞
⎟⎟⎠ .

Упр. 10. Покажите, что определители следующих матриц равны 0:⎛
⎝ 8 5 2

9 4 3
7 6 1

⎞
⎠ ;

⎛
⎝ 8 3 7

4 9 5
1 6 2

⎞
⎠ ;

⎛
⎝ 1 8 7

9 6 3
2 5 4

⎞
⎠ ;

⎛
⎝ 1 7 2

3 8 4
5 9 6

⎞
⎠ .

Упр. 11. Покажите, что определители следующих матриц равны 1:⎛
⎝ 1 9 7

5 8 6
2 4 3

⎞
⎠ ;

⎛
⎝ 2 4 5

6 1 9
3 7 8

⎞
⎠ ;

⎛
⎝ 7 6 8

5 3 9
2 1 4

⎞
⎠ ;

⎛
⎝ 6 5 9

1 7 8
3 2 4

⎞
⎠ .

Упр. 12.
◦ Найдите определители:

a =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 1

∣∣∣∣∣∣ ; b =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 −2 2
3 −3 3

∣∣∣∣∣∣ ; c =

∣∣∣∣∣∣
0 7 7
3 2 1
1 1 7

∣∣∣∣∣∣ ; d =

∣∣∣∣∣∣
1 2 0
0 1 2
2 0 1

∣∣∣∣∣∣ .
Упр. 13.

◦ Найдите определители:

a =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; b =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; c =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

−1 −1 1 1
−1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 3
3 0 1 2
2 3 0 1
1 2 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; e =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; f =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
2 4 8 16
3 9 27 81
5 25 125 625

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Упр. 14.
◦ Найдите определители матриц:

A =

�
���

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

�
��� , B =

�
���

7 14 2 11
12 1 13 8
9 4 16 5
6 15 3 10

�
��� , C =

�
���

8 10 3 13
15 6 1 12
2 11 16 5
9 7 14 4

�
��� .

Упр. 15.
◦ Решите уравнения:

a)

∣∣∣∣∣∣
1 x x2

1 1 1
1 3 9

∣∣∣∣∣∣ = 0, b)

∣∣∣∣∣∣
1 3 9
1 x 1
1 1 x2

∣∣∣∣∣∣ = 0, c)

∣∣∣∣∣∣
1 x x2

1 2 3
4 5 6

∣∣∣∣∣∣ = 0,

d)

∣∣∣∣∣∣
cosα sin α 1

− sinα cosα x
cosα sin α x2

∣∣∣∣∣∣ = 0, e)

∣∣∣∣∣∣
x x2 1

cosα cos2 α 1
sin α sin2 α 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Упр. 16.
◦ Решите уравнения:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 x3

1 1 1 1
1 3 9 27
1 5 25 125

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 + x2 1 + x3 1 + x4

2 5 9 17
−1 3 −7 17
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0;

c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 x x
1 x 0 x
1 x x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 + 2x 1 + 3x 1 + 4x
1 + x2 1 + 2x2 1 + 3x2 1 + 4x2

1 + x3 1 + 2x3 1 + 3x3 1 + 4x3

1 + x4 1 + 2x4 1 + 3x4 1 + 4x4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Упр. 17.
◦ Решите неравенства:

a)

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 0 3
0 0 x

∣∣∣∣∣∣ < 0, b)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 x

∣∣∣∣∣∣ > 0, c)

∣∣∣∣∣∣
1 x + 2 2
2 1 1
−x −2 5

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Упр. 18.
�◦ Рассматривается множество квадратных матриц размера 4× 4,

элементами которых являются неотрицательные целые числа, не превосхо-
дящие двух. Какое максимальное значение может принимать определитель
матрицы?
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2. Системы линейных уpавнений
Мы рассматриваем системы линейных алгебраических уpавнений вида⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 ,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 ,

. . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm ,

где m, n – натуpальные числа (m – количество уpавнений, n – количество неиз-
вестных), aij – коэффициенты пpи неизвестных, котоpые пpедполагаются заpанее
заданными; bi – также апpиоpи заданные постоянные, называемые свободными
членами.

Матpицей системы называется следующая матpица (пpямоугольная таблица
чисел), составленная из коэффициентов системы

A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

⎞
⎟⎟⎠ .

Расшиpенной матpицей системы называется матpица системы, к котоpой спpава
пpиписан столбец свободных членов. Обычно его отделяют от матpицы системы
веpтикальной чеpтой:

Ã =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

⎞
⎟⎟⎠ .

Решением системы называется такой набоp постоянных c1, c2, . . . , cn, что пpи
подстановке вместо пеpеменных xi значений ci каждое из pавенств системы
обpатится в тождество.

Системы линейных уpавнений классифициpуются по числу pешений следу-
ющим обpазом:

совместная система — система линейных уpавнений, имеющая хотя бы одно
pешение;

несовместная (пpотивоpечивая) система — система, не имеющая ни одного
pешения;

опpеделенная система — система, имеющая единственное pешение;
неопpеделенная система — система, имеющая более одного pешения.
Заметим, что указанная классификация полна в том смысле, что если ли-

нейная система имеет более одного решения, то их (решений) бесконечно много.
Существуют два основных способа pешения линейных систем: метод Гаусса

и, если m = n (то есть если матpица системы квадpатная), метод (или пpавило)
Кpамеpа.
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Метод Гаусса
Для pешения системы не обязательно «таскать за собой» полную запись си-
стемы — достаточно pаботать с pасшиpенной матpицей. Пpи этом с ней можно
пpоизводить опеpации, котоpые называются элементаpными пpеобpазованиями.
К таковым относятся следующие действия со стpоками pасшиpенной матpицы:

• пеpестановка стpок;

• умножение одной из стpок на число, отличное от нуля;

• пpибавление к одной из стpок линейной комбинации нескольких дpугих.

Отметим, что лучше не пpоизводить опеpации со столбцами pасшиpенной
матpицы, ибо без этих пpеобpазований всегда можно обойтись, хотя они иногда
и упpощают вид системы. Hеудобство, связанное с ними, состоит в том, что пpи
этом пpиходится «вести пpотокол», чтобы затем пpавильно интеpпpетиpовать
ответ. Hапpимеp, пеpемена мест столбцов означает соответствующее изменение
нумеpации пеpеменных и после получения ответа ее надо восстановить.

Если в процессе преобразований появляется нулевая строчка, то мы ее вы-
черкиваем, уменьшая количество строк на единицу.

При элементарных преобразованиях может получиться матрица, у которой
есть строчка, все элементы которой слева от черты равны нулю, а справа стоит
ненулевое число. В этом случае мы отмечаем, что система несовместна (проти-
воречива), то есть не имеет решения. То же самое происходит, если совпадают
две строчки за исключением свободных членов, которые различны. Например,
несовместной является следующая система:

�
�

1 2 3 1
4 5 6 2
7 8 9 4

�
� ∼

�
�

1 2 3 1
3 3 3 1
3 3 3 2

�
� .

Желательной целью цепочки элементаpных пpеобpазований является пpи-
ведение pасшиpенной матpицы к такому виду, что на месте основной матpицы
системы стоит единичная матpица, то есть единичная матpица стоит слева от
черты в расширенной матрице. В этом случае процедура закончена и систе-
ма является определенной, то есть имеет одно решение (один набор значений
переменных). Этот набор переменных указан столбцом свободных членов.

Пример 1. Рассмотрим систему
��
�

x + y + z = 2,
x − 2y + 3z = 4,
x − z = 0.

Выпишем расширенную матрицу системы и сделаем пару элементарных
преобразований:

�
�

1 1 1 2
1 −2 3 4
1 0 −1 0

�
� ∼

�
�

0 1 2 2
0 −2 4 4
1 0 −1 0

�
� .
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Из первой и второй строк мы вычли третью. После этого все элементы
второй строки разделим на 2 и полученную строку сложим с первой, записав
сумму на место пеpвой строки:

�
�

0 1 2 2
0 −2 4 4
1 0 −1 0

�
� ∼

�
�

0 0 4 4
0 −1 2 2
1 0 −1 0

�
� .

В получившейся матрице все элементы пеpвой строки сократим на 4, эле-
менты втоpой стpоки умножим на −1 и затем поменяем пеpвую и тpетью
строки местами, чтобы получилась треугольная матрица, то есть матрица,
у которой все элементы ниже главной диагонали равны 0:

�
�

0 0 4 4
0 −1 2 2
1 0 −1 0

�
� ∼

�
�

1 0 −1 0
0 1 −2 −2
0 0 1 1

�
� .

Наконец, мы приводим матрицу к диагональному виду и выписываем ответ:
�
�

1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 1

�
� =⇒

�
�

x = 1
y = 0
z = 1

�
� .

Таким обpазом, мы нашли некотоpое pешение. Это означает, что система
совместна.
Hайденное pешение оказалось единственным. Это означает, что система

является опpеделенной.

Если к единичной матрице не удается привести левую часть, но в то же
время система не является противоречивой, то в этом случае система является
совместной, но неопределенной, то есть имеет бесконечное множество решений.
В этом случае одной или нескольким переменным можно придать произвольные
значения, которые обычно не фиксируются, условно обозначаются буквами, на-
пример a, b, . . . , и называются параметрами.Остальные переменные однозначно
выражаются через эти параметры.

Пример 2. Рассмотрим систему
��
�

x1 + x2 + x3 = 2,
x1 − 2x2 + 3x3 = 4,

3x1 + 5x3 = 8.

Выпишем расширенную матрицу системы и сделаем естественные преоб-
разования: �

�
1 1 1 2
1 −2 3 4
3 0 5 8

�
� ∼

�
�

1 1 1 2
1 −2 3 4
0 0 0 0

�
� .
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Из третьей строки мы вычли вторую и удвоенную первую. После этого вы-
черкнем нулевую строку и из второй строки вычтем первую. Затем выделим
единичную матрицу коэффициентов перед x1 и x2 :(

1 1 1 2
0 −3 2 2

)
∼
(

1 1 1 2
0 1 −2/3 −2/3

)
∼
(

1 0 5/3 8/3
0 1 −2/3 −2/3

)
.

Отсюда следует, что x3 = a, x1 = 8− 5a

3
, x2 = 2a− 2

3
.

Таким обpазом, система имеет pешение, то есть она совместна. Кро-
ме того, оказалось, что найденное pешение не является единственным. Это
означает, что система является неопpеделенной. Если ставится задача най-
ти какое-нибудь решение, то мы можем положить a равным, например, 1, и
тогда x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1.

Пpавило Кpамеpа
Этот метод используется для pешения систем в случае, когда число уpавнений
совпадает с числом неизвестных, то есть m = n:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 ,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 ,

. . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

Обозначим чеpез � опpеделитель матpицы системы

� = det

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎠ .

Пpедполагается, что опpеделитель системы не pавен нулю (в пpотивном случае
система является либо неопpеделенной, либо несовместной). Обозначим чеpез
�k опpеделитель матрицы, котоpая получается из основной путем замены k-го
столбца на столбец свободных членов:

Фоpмулы Кpамеpа: xk =
�k

� , k = 1, 2, . . . , n.

Теорема Крамера. Рассматривается линейная система, в которой число
уравнений совпадает с числом неизвестных.
Если определитель матрицы системы равен нулю, то система является

либо несовместной, либо неопределенной.
Если определитель матрицы системы не равен нулю, то система является

совместной и определенной, причем решения системы находятся по формулам
Крамера.
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З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ Решите системы с помощью пpавила Кpамеpа:

a)

�
�

1 9 7 −1
5 8 6 3
2 4 3 1

�
� ; b)

�
�

2 4 5 3
6 1 9 14
3 7 8 4

�
� ; c)

�
�

8 7 3 2
5 4 2 1
5 1 6 2

�
� ;

d)

�
�

7 6 8 5
5 3 9 −1
2 1 4 −1

�
� ; e)

�
�

5 8 9 6
3 4 6 5
2 7 1 −4

�
� ; f)

�
�

1 5 6 0
7 4 2 9
3 8 9 2

�
� .

Упр. 2.
◦ Решите следующие системы методом Гаусса:

a)

⎛
⎜⎜⎝

5 −4 −3 −2 0
1 1 1 1 2
3 −2 1 0 2
0 1 2 3 0

⎞
⎟⎟⎠ , b)

⎛
⎜⎜⎝

7 −6 5 −4 −8
1 1 1 1 2
3 2 1 0 4
0 3 2 1 2

⎞
⎟⎟⎠ ,

c)

⎛
⎜⎜⎝

9 7 −5 −3 −6
1 1 1 0 1
0 1 −7 4 −4
1 −1 1 −1 2

⎞
⎟⎟⎠ , d)

⎛
⎜⎜⎝

11 8 5 2 4
−1 −1 1 −1 0

0 −1 7 −5 1
1 −2 −3 4 −2

⎞
⎟⎟⎠ .

Упр. 3.
◦ Выясните, является ли система совместной, и если она совместна,

то найдите какое-либо ее решение:

a)

⎧⎨
⎩

x1 + 2x2 − x3 = 1,
−3x1 + x2 + 2x3 = 0,

x1 + 4x2 + 3x3 = 2;
b)

⎧⎨
⎩

x1 + 2x2 − x3 = 3,
2x1 − x2 − x3 = 2,
x1 + 3x2 − x3 = 4;

c)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1,
x1 − x2 − x3 + x4 = 2,

2x1 − x2 − x3 + x4 = 3,
3x1 + 2x2 − x3 − x4 = 4;

d)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

5x1 + 2x2 − x3 − x4 = 0,
x1 − x2 − x3 + x4 = 2,

2x1 − x2 − x3 + x4 = 3,
3x1 + 2x2 − x3 − x4 = −2.

Упр. 4.
◦ Решите системы:

a)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 − 2x2 − 3x3 + x4 = 0,
2x1 + x2 − 3x3 + 5x4 = 1,
3x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 2,
4x1 + 3x2 + x3 − x4 = 3;

b)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1 + 2x2 − 3x3 − 4x4 = 0,
2x1 − 3x2 − 4x3 + x4 = −8,

−3x1 + 4x2 + x3 − 2x4 = 0,
4x1 − x2 − 2x3 − 3x4 = 6.

Упр. 5.
◦ Для указанных матриц найдите обратную:

A =

�
�

0 1 3
1 0 0
0 0 −1

�
� , B =

�
�

0 1 0
0 0 −1
−1 1 0

�
� , C =

�
�

0 1 0
1 0 3
0 0 −1

�
� , D =

�
�

1 0 −1
1 0 0
0 −1 0

�
� .
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Упр. 6.
◦ Найдя обратную матрицу (матричным методом), решите систему

AX + B = C, где:

a) A =
(

1 1
1 0

)
, B =

(
1
1

)
, C =

( −1
1

)
;

b) A =
(

0 1
1 0

)
, B =

(
0
1

)
, C =

(
1
2

)
;

c) A =
(

1 2
3 4

)
, B =

(
1
2

)
, C =

(
3
4

)
;

d) A =
(

1 1
−1 1

)
, B =

( −1
−1

)
, C =

(
1
1

)
.

Упр. 7.
◦ Матричным методом решите систему AX + B = CX, где:

a) A =
(

1 1
1 0

)
, B =

(
1
1

)
, C =

( −1 1
1 1

)
;

b) A =
(

0 1
1 0

)
, B =

(
0
1

)
, C =

(
1 0
1 1

)
;

c) A =
(

1 2
3 4

)
, B =

(
1
2

)
, C =

(
3 0
4 1

)
;

d) A =
(

1 1
−1 1

)
, B =

( −1
−1

)
, C =

(
1 0
1 4

)
.

Упр. 8.
◦ Матричным методом решите систему AX = B, где:

a) A =

⎛
⎝ 1 9 7

5 8 6
2 4 3

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 1

2
3

⎞
⎠ ; b) A =

⎛
⎝ 2 4 5

6 1 9
3 7 8

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 1

0
1

⎞
⎠ ;

c) A =

⎛
⎝ 2 1 3

6 4 9
5 8 7

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ 0

0
1

⎞
⎠ ; d) A =

⎛
⎝ 1 2 3

4 5 6
7 8 1

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝ −1

0
1

⎞
⎠ .

Упр. 9.
� Решите систему AX + B = XC, где:

a) A =
(

1 1
1 0

)
, B =

(
1 0
1 −2

)
, C =

( −1 1
1 1

)
;

b) A =
(

0 1
1 0

)
, B =

(
0 1
1 0

)
, C =

(
1 0
1 1

)
.

О т в е т ы

Упр. 1. a)

�
�

x1

x2

x3

�
� =

�
�

1
−1

1

�
� , b)

�
�

1
−1

1

�
� , c)

�
�
−1

1
1

�
� , d)

�
�

1
1

−1

�
� , e)

�
�

1
−1

1

�
� , f)

�
�

1
1

−1

�
� .

Упр. 2. a)

�
���

x1

x2

x3

x4

�
��� =

�
���

1
1
1

−1

�
��� , b)

�
���

1
1

−1
1

�
��� , c)

�
���

1
−1

1
1

�
��� , d)

�
���
−1

1
1
1

�
��� . Упр. 3. a)

�
�

x1

x2

x3

�
� =
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1

30

�
� 5

13
1

�
� ; b)

�
� 2

1
1

�
� ; c) несовм., d) например:

�
���

1
−2

1
0

�
��� . Упр. 4. a)

�
���

x1

x2

x3

x4

�
��� =

1

5

�
���

2
3

−1
1

�
��� ,

b)

�
���

4
3
2
1

�
��� . Упр. 5. A−1 =

�
� 0 1 0

1 0 3
0 0 −1

�
� , B−1 =

�
� 1 0 −1

1 0 0
0 −1 0

�
�, C−1 =

�
� 0 1 3

1 0 0
0 0 −1

�
� ,

D−1 =

�
� 0 1 0

0 0 −1
−1 1 0

�
� . Упр. 6. a)

�
x1

x2

�
=

�
0

−2

�
; b)

�
1
1

�
; c)

�−2
2

�
; d)

�
0
2

�
. Упр. 7.

a)

�
x1

x2

�
=

�−1/2
1

�
; b)

�
1
1

�
; c)

�−1/4
−3/4

�
; d)

�−2
1

�
. Упр. 8. a)

�
� x1

x2

x3

�
� =

�
� −4

62
−79

�
� ;

b)

�
�−24

−9
17

�
� ; c)

�
� 3

0
−2

�
� ; d)

�
� 5/3
−4/3

0

�
� .
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4) заметим, что z·z = a2+b2 = |z|2; следовательно, если z �= 0 и z′ определить

как дробь
z

|z|2 , то оказывается, что z′ — число, обратное к z, то есть z · z′ =

z′ · z = 1. Таким образом, если z2 �= 0, то:

z1

z2
=

z1 z2

|z2|2 =
a1a2 + b1b2 + i(a2b1 − a1b2)

a2
2 + b2

2

.

Упр. 1. Проверьте, что i3 = −i, i4 = 1, i5 = i, i17 = i, i22 = −1,

(1 + i)2 = 2i, (1 + i)3 = −2(1− i), (1 + i)4 = −4,

1

i
= −i,

1

1 + i
= 1− i

2
, (3 + 4i)(4 + 3i) = 25i,

1 + i

1− i
= i,

3 + 2i

2− 3i
= i,

(√
3

2
+ 1

2
i

)(
1

2
+
√

3

2
i

)
= i.

Пример 1. Вычислить z = a4 − b4

a2 + b2
, если a = 3 + i, b = 1− 3i.

Решение. Найдем знаменатель дроби: a2 + b2 = 9 + 6i − 1 + 1 − 6i − 9 = 0.
Следовательно, число z не определено.

Пример 2. Вычислить z = a5 − b5

a− b
, если a = 1− i, b = 1 + i.

Решение. Возведем сначала в квадрат: a2 = −2i, b2 = 2i. Таким образом,

a4 = b4 = −4. Подставляя в выражение для z, получим z = a4(a− b)

a− b
= a4 = −4.

Упр. 2. Вычислите z = a6 − b6

a2 − b2
, если a = 1− i, b = 1 + i.

Пример 3. Вычислить z = i

i− 1
· 11 + 13i

1 + 3i
· 1 + i

5− 2i
.

Решение. z = −i(1 + i)2

2
· 11 + 13i

(1 + 3i)(5− 2i)
= −i · 2i

2
· 11 + 13i

11 + 13i
= (−i) i = 1.

Геометрическое представление комплексных чисел
Поскольку комплексное число z = a+ib определяется парой вещественных a и b,
естественно представить это число как вектор с координатами (a, b) на декарто-
вой плоскости, которую обычно называют комплексной плоскостью. Ось абсцисс
на ней будем обозначать буквами Re , а ось ординат — Im . Длина r вектора (a, b)
равна

√
a2 + b2, то есть модулю числа z, а угол между положительным направ-

лением оси Re и вектором z, отсчитываемый в положительном направлении,
то есть против часовой стрелки, называется аргументом числа z : ϕ = Arg z.
При этом если угол находится в промежутке (−π, π], то он называется главным
значением аргумента и обозначается arg z.
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Заметим, что из неравенства треугольника следует, что для произвольных
комплексных чисел z1 и z2 выполняется неравенство

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

Упр. 3. Изобразите на комплексной плоскости числа a = 4−3i, b = −2−2
√

3i,
c = 4 + 4i, d = 3.

Пример 4. Изобразить на комплексной плоскости числа a = 7−2i и b = 2+7i

и вычислить z = a3 − b3

(a− b)ab
.

Решение. Сначала упрощаем выражение: z = a3 − b3

(a− b)ab
= a2 + ab + b2

ab
= a

b
+

b

a
+ 1. Далее, a

b
= 7− 2i

2 + 7i
= (7− 2i)(2− 7i)

22 + 72
= −53i

53
= −i. Таким образом, b

a
= i

и, следовательно, z = −i + i + 1 = 1.

Упр. 4. Изобразите на комплексной плоскости числа a = −3− 2i и b = 2 + i

и вычислите z = a3 − b3

a− b
+ a3 + b3

a + b
.

z = 3 + 4i

|z| = 5, arg z = arctg
4
3

�

�

Re

Im

•
ϕ = arg z

a = 1 +
√

3i

b = a2, c = a3

�

�

Re

Im

•

a

c

b

Тригонометрическая форма записи комплексных чисел
Непосредственно из геометрического представления комплексного числа z =
a + ib следует, что Re z = a = r cosϕ и Im z = b = r sin ϕ, то есть

z = r(cos ϕ + i sinϕ),

где ϕ — аргумент числа z. Если учесть, что аргумент определяется с точно-
стью до 2π, то получим тригонометрическое представление комплексного числа в
обобщенной форме:

z = r (cos (ϕ + 2πk) + i sin (ϕ + 2πk) ) , k ∈ Z.
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Если z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1), а z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), то
z1z2 = r1r2(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 + sin ϕ2 cosϕ1) =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Таким образом, z1z2 = r1r2 (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).
Аналогично:

z1

z2
=

r1

r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).

Подставляя r1 = r2, ϕ1 = ϕ2 и применяя перемножение несколько раз, по-
лучаем полезную формулу Муавра:

zn = rn (cosnϕ + i sinnϕ) .

Определяя корень степени n как действие, обратное возведению в степень
n, получим формулу

n
√

z = n
√

r
(
cos ϕ + 2πk

n
+ i sin ϕ + 2πk

n

)
.

Здесь k — любое целое число, однако различными эти выражения будут лишь
для n последовательных значений числа k. Обычно рассматриваются k = 0, 1,
. . . , n−1. Если мы захотим подчеркнуть зависимость корня от числа k, то будем
писать n

√
z
∣∣
k
или использовать обозначение ξk.

Пример 5. Найти корни уравнения z4 + 16 = 0.

Решение. Имеем, что ξk = 4
√−16

∣∣
k

= 4
√

16
(
cos π + 2πk

4
+ i sin π + 2πk

4

)
=

= 2
(
cos π + 2πk

4
+ i sin π + 2πk

4

)
, k = 0, 1, 2, 3.

ξ0 = 2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
=
√

2 + i
√

2; ξ1 = 2
(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)
= −√2 + i

√
2;

ξ2 = 2
(
cos 5π

4
+ i sin 5π

4

)
= −√2− i

√
2; ξ3 = 2

(
cos 7π

4
+ i sin 7π

4

)
=
√

2− i
√

2.

�Экспоненциальное представление
Вернемся на короткое время на вещественную ось.
Теорема о показательной функции. Если вещественная функция f опреде-
лена, непрерывна, положительна на всей вещественной оси и удовлетворяет
тождеству (функциональному уравнению) f(x+y) = f(x)f(y), то она имеет
вид f(x) = ax, где a — некоторое положительное число.
Решение. Подставив в функциональное уравнение поочередно y = x, y =
2x, . . . , y = (m− 1)x, получим: f(2x) = f2(x), f(3x) = f3(x), f(mx) = fm(x).
Обозначим a = f(1). Подставив x = 1, получим f(m) = am. Подставив x = 1/n,

получим равенство f
(

1

n

)
= a

1

n . Подставив x = m/n, получим f
(

m

n

)
= a

m

n .
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Упр. 5.
◦ Вычислите: i2009, i−2003,

(1 + i)2

2
,

2

(1− i)2
.

Упр. 6.
◦ Вычислите: (1 + i)5

4
+ 16i

(1− i)7
,

(
√

3 + i)3

8
− (1 + i

√
3)3

8i
.

Упр. 7.
◦ Найдите число z, представьте его в тригонометрической форме и

изобразите на комплексной плоскости:

a) u = 3− 2i, v = 2 + i, z = u3 + v3

u + v
; b) u =

√
3− i, v =

√
3 + i, z = u

v
;

c) u = 1 + i, v = 1− i, z = u2 − v2; d) u = 3− 4i, v = 4 + 3i, z = u2 + v2;

e) u = sin ϕ− i cosϕ, v = cosϕ + i sinϕ, z = uv.

Упр. 8.
◦ Найдите вещественные числа a и b из уравнений:

a) a− ib

b + ia
= 5 + i

5i− 1
; b) a− ib

b− ia
= 2 + i

2i + 1
; c) (a + ib)3 + (a− ib)3

a
= a + ib;

d) (a + ib)2 = −2i; e) (a + ib)3 = a3; f) (a + ib)2 − (b + ia)2 = a− ib.

Упр. 9.
◦ Вычислите:

a = (1 − i)4, b = (3 + i)5 + (3− i)5, c = (1 + i
√

3)12 + (1− i
√

3)12,

d = (1 + i)20, e = (3 + i)5 − (3− i)5, f = (
√

3 + i)10 + (
√

3− i)10.

Упр. 10.
◦ Вычислите:

a = 2
(

4 + 3i

1 + 7i

)2

, b =
(

2 + i

1− 2i

)3

+
(

1− 3i

3 + i

)3

, c = (1 + i)5

(1− i)4
− (2 + i)(1 + i)2

i(1− i)
,

d = 4
(

3 + 2i

1 + 5i

)4

, e =
(

4− 3i

1 + 2i

)2

+
(

4− 3i

2− i

)2

, f = i + 2i2 + 3i3 + . . . + 8i8

9i9 + 10i10 + . . . + 16i16
.

Упр. 11.
◦ Найдите все значения указанных корней и представьте их в три-

гонометрической форме:
a) 4

√
1; b) 6

√
64; c)

√
i; d) 3

√−3; e)
√

1 + i.

Упр. 12.
◦ Решите уравнения и найдите сумму модулей корней:

a) z2 + 8z + 20 = 0; b) z3 + z2 + z − 3 = 0; c) z4 − 16 = 0;

d) 1

z + 3
+ 1

z + 1
= 0; e) z2 − 1

z2
= z − 2

z − 1
; f) (z − 1)2 = z2

z2 + 1
.

Упр. 13.
◦ Решите уравнения и найдите произведение модулей корней:

a) z2 − 6iz − 8 = 0; b) z2 − z + 1 = i; c) z3 − z2 + z − 1 = 0;

d) (z2 +1)2 +3 = 0; e) (z2−1)(z−6i) = 10z; f) z3 − 2z2 + z − 2 = 0.
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Упр. 14.
◦ Решите уравнения:

a) z2 − 5iz − 6 = 0; b) |z|2 − 4i(z + z) = 16; c) (z − 2i)|z|2 = z;

d) z3 + 7z + 6i = 0; e) zz − i Im z = 2 + i; f) zz + 2i Re z = 1.

Упр. 15.
◦ Изобразите на комплексной плоскости множество точек, опреде-

ляемых равенствами:

a) |z| − 1 = 0; b) |z − 1|+ |z + 1| = 2; c) |z − 1|+ |z + 1| = 3;

d) |z − 1| ≥ 2; e) |z + 1| − |z − 1| ≥ 0; f) |z + 1| − |z − 1| ≥ 1.

Упр. 16.
◦ Найдите и изобразите на комплексной плоскости все решения урав-

нений:

a) z(zz + 2z − 2) = 4; b) | arg z| − π

2
= 0; c) 2 arg z + π

3
= arg 2z;

d) Re z + Im z = |z|; e) arg z2 = arg z + arg i; f) Re z2 = |z|2;
g) Re z2 = 0; h) Re z3 = 0; i) |z − 1| − 2 = 0.

Упр. 17.
◦ Найдите и изобразите на комплексной плоскости множество то-

чек z, определяемых условиями:

a) lim
n→∞ zn = 0; b) |z|n →∞ при n →∞; c) |z − 1| < 1;

d) lim
n→∞(Re z)n = 0; e) |Re z|n →∞ при n →∞; f) | arg z| < 1.

Упр. 18.
◦ Найдите и изобразите на комплексной плоскости множество то-

чек z, определяемых условиями:

a) max{Re z − 1, Re (z − i)} = 1; b) min{Re |z − 1|, Re |z − i|} = 1;

c) max{ Im z − 1, Im (z − i)} = 1; d) max{Re z(z − 2i), Im (2z + i)} = 1.

Упр. 19.
◦ Вычислите: a = e4πi; b = e

5πi

4 ; c = e
ln 2−πi

3 ; d = eln 5+πi.

Упр. 20.
◦ Вычислите: A = sin πi; B = cos 2i; C = sin(i ln 2); D = sh πi.
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О т в е т ы

Упр. 5. Везде i. Упр. 6. Везде 0. Упр. 7. a) z = −7i = 7
�
cos

�
−π

2

�
+ i sin

�
−π

2

��
;

b) z =
1−√3i

2
= cos

�
−π

3

�
+ i sin

�
−π

3

�
; c) z = 4i = 4

�
cos

π

2
+ i sin

π

2

�
; d) z = 0,

триг. формы нет; e) z = cos
�
2ϕ− π

2

�
+ i sin

�
2ϕ− π

2

�
. Упр. 8. a) a и b – любые,

|a| + |b| �= 0; b) b = 2a �= 0; c) a = 1/2, b = 0; d) a = ±1, b = ∓1; e) b = 0; f) (a, b) =
(0, 0), (1/2, 0). Упр. 9. a = −4, b = −24, c = 8192, d = −1024, e = 640i, f =
1024. Упр. 10. a = −i, b = 0, c = −2i, d = −1, e = 0, f = 1. Упр. 11. a) ξk =

cos
πk

2
+ i sin

πk

2
, k = 0, 1, 2, 3; b) ξk = 2

�
cos

πk

3
+ i sin

πk

3

�
, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5; c) ξk =

cos
�

π

4
+ πk

�
+ i sin

�
π

4
+ πk

�
, k = 0, 1; d) ξk = 3

√
3
�
cos

π + 2πk

3
+ i sin

π + 2πk

3

�
, k =

0, 1, 2; e) ξk = 4
√

2
�
cos

�
π

8
+ πk

�
+i sin

�
π

8
+ πk

��
, k = 0, 1. Упр. 12. a) z1,2 =

−4 ± 2i, σ = |z1| + |z2| = 4
√

5; b) 1, −1 ± i
√

2, σ = 1 + 2
√

3; c) ± 2, ±2i, σ = 8;

d) − 2, σ = 2; e)
1± i

√
3

2
, σ = 2; f)

−1± i
√

3

2
, σ = 2. Упр. 13. a) z1 = 2i, z2 =

4i, σ = |z1| · |z2| = 9; b) − i, 1 + i, σ =
√

2; c) i, ±i, σ = 1; d)
±1± i

√
3√

2
, σ = 4;

e) i, 2i, 3i, σ = 6; f) 2, ±i, σ = 2. Упр. 14. a) z1 = 2i, z2 = 3i; b) 0, ±4i; c) 0, (i)2;
d) − i, −2i, 3i; e) ± 1 − i; f) 0, ±i. Упр. 15. a) окружность |z| = 1; b) отрезок
[−1; 1] вещественной оси; c) эллипс с полюсами в точках z = ±1; d) дополнение к
кругу радиуса 2 с центром в точке z = 1; e) правая полуплоскость; f) область справа
от правой ветви гиперболы. Упр. 16. a) окружность |z| =

√
2 и точка z = −2; b)

вся мнимая ось без начала координат; c) луч из начала координат под углом −π/3 к
положительному направлению оси абсцисс; d) положительные лучи осей координат; e)
положительный луч мнимой оси; f) вещественная ось; g) прямые y = ±x; h) мнимая
ось и прямые y = ±x/

√
3; i) окружность радиуса 2 с центром в точке z = 1. Упр. 17.

a) внутренность единичного круга; b) дополнение к единичному кругу; c) круг радиуса
1 с центром в точке z0 = 1; d) вертикальная полоса −1 < Re z < 1; e) дополнение к
вертикальной полосе |Re z| ≤ 1; f) внутренность угла с вершиной в начале координат.
Упр. 18. a) прямая Re z = 1; b) «восьмерка», состоящая из дуг двух окружностей
радиуса 1 с центрами в точках z0 = i и z0 = 1, соединяющихся на прямой Re z = Im z;
c) прямая Im z = 2; d) отрезок [−1; 1] вещественной оси и часть окружности радиуса√

2 с центром в точке z0 = (0,−1), лежащая ниже вещественной оси. Упр. 19. a = 1;

b = −
√

2

2
(1 + i); c = 1 −√3i; d = −5. Упр. 20. A = − sh π = − eπ − e−π

2
; B = ch2 =

e2 + e−2

2
; C = − sh ln 2 =

e−2 − e2

2
; D = sin π = 0.

134



Дополнительные главы

1. Решение уравнений большой степени
«Большой степенью» мы, в соответствии с традицией, называем степень боль-
ше двух. Если степень многочлена больше четырех, то мы будем называть ее
«очень большой степенью». Задача этой лекции — рассказать о том, как реша-
ются уравнения большой степени. Но перед этим мы должны сформулировать
результат, который, несмотря на свою привычность, остается непростым.
Основная теорема алгебры: Всякий отличный от константы многочлен с
комплексными коэффициентами имеет хотя бы один комплексный корень.
Следствие. Любой многочлен степени n с комплексными коэффициентами
имеет ровно n (комплексных) корней с учётом их кратности.

Более привычной является следующая формулировка основной теоремы.

Основная теорема алгебры: Всякий многочлен с вещественными коэф-
фициентами можно разложить в произведение линейных и квадратичных
(не имеющих вещественных корней) множителей с вещественными коэф-
фициентами.

Замечание 1. Если многочлен с вещественными коэффициентами имеет ком-
плексный корень a + ib, то он имеет и комплексно-сопряженный корень a− ib.
Замечание 2. Всякий многочлен с вещественными коэффициентами нечетной
степени имеет хотя бы один вещественный корень.

Две следующие теоремы имеют непосредственное отношение к теме:
Теоpема Безу. Остаток от деления многочлена P (x) на x− c равен P (c).
Следствие. Если многочлен P (x) имеет корень c, то x − c является его
множителем (многочлен делится на x− c).
Теоpема Виета. Если многочлен P (x) = xn +a1x

n−1 + . . .+an−1x+an имеет
корни x1, x2, . . . , xn, (комплексные, каждый корень повторяется столько раз,
какова его кратность), то

P (x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn).

Следствие. (Формулы Виета). Справедливы равенства
x1 + x2 + . . . + xn = −a1;
x1x2 + . . . всевозможные попарные произведения . . . + xn−1xn = a2;
x1x2x3 + . . . всевозможные произведения по три . . . + xn−2xn−1xn = −a3;
. . .
x1x2 · · ·xn−1xn = (−1)nan.

Замечание 3. Каждой паре комплексно-сопряженных корней a ± ib соответ-
ствует квадратичная функция p(x) = x2 + px + q, где p = 2a, q = a2 + b2.

Пример 1. P (x) = x3−x2 +2x− 2 = (x− 1)(x2 +2) = (x− 1)(x− i
√

2)(x+ i
√

2).
Здесь x1 = 1, x2 = −i

√
2, x3 = i

√
2.

x1 +x2 +x3 = 1 = −a1; x1x2 +x1x3 +x2x3 = −2 = a2; x1x2x3 = 2 = −a3.
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Пример 2. Написать многочлен, корнями которого являются числа x1,2 =
1± i√

2
, x3,4 = −1± i√

2
.

Решение. Воспользовавшись замечанием 3, запишем две квадратичные функ-
ции: p1 = −(x1 +x2) = −√2, q1 = x1x2 = 1; p2 = −(x3 +x4) =

√
2, q2 = x3x4 = 1.

Таким образом, Q(x) = (x2 −√2x + 1)(x2 +
√

2x + 1) = x4 + 1.
Ответ: Q(x) = x4 + 1.

Решение кубических уравнений
Кубическим уравнением общего вида называется уравнение a0x

3 + a1x
2 + a2x +

a3 = 0 (a0 �= 0). Разделив обе части равенства на a0, получим

приведенное уравнение: x3 + ax2 + bx + c = 0.

Нашей задачей является решение этого уравнения в вещественной области,
то есть нахождение всех вещественных корней. На первых шагах мы преобра-
зуем его к более удобному и простому виду.
Шаг 1. Приведение к «неполному виду»: u3 + pu + q = 0. Сделаем в
приведенном уравнении замену x = u+β, где β — некоторое число, которое нам
предстоит определить. Подставив в уравнение, получим (u + β)3 + a(u + β)2 +
b(u+β)+c = 0⇔ u3+(3β+a)u2+(3β2+2aβ+b)u+β3+aβ2+bβ+c = 0. Положив

β = −a/3, p = 3β2 +2aβ + b = b− a2

3
, q = β3 + aβ2 + bβ + c = 2

27
a3− 1

3
ab+ c,

мы и получим уравнение нужного нам вида, а именно

неполное уравнение: u3 + pu + q = 0, p = b− a2

3
, q = 2

27
a3 − 1

3
ab + c.

Пример 3. Уравнение x3 +3x2 +x− 2 = 0 после замены x = u− 1 приводится
к виду u3 − 2u− 1 = 0.

Частный случай. Если p = 0, то уравнение имеет единственное вещественное
решение u = − 3

√
q.

В дальнейшем будем предполагать, что p �= 0.

Шаг 2. Приведение к «нормальной форме»: v3 + σv − 2γ = 0, где σ
равно 3 или −3. В уравнении u3 + pu + q = 0 сделаем замену u = kv, где
k — некоторое число (�= 0), которое нам предстоит определить. Подставив в
уравнение, получим k3v3 + pk v + q = 0 ⇔ v3 + p

k2
v + q

k3
= 0. Положим

k =

√
|p|
3

, γ = − q

2k3
= − 3q

√
3

2
�|p|3 .

Теорема 1. Кубическое уравнение u3 + pu + q = 0 заменой u =

√
|p|
3

v при-

водится к нормальной форме вида v3 + 3v − 2γ = 0 при p > 0 или к виду

v3 − 3v − 2γ = 0 при p < 0. При этом в обоих случаях γ = − 3q
√

3

2
�|p|3 .
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Пример 4. Уравнение u3 − 2u − 1 = 0 после замены u =
√

2

3
v приводится к

виду v3 − 3v − 3
√

3

2
√

2
= 0.

Шаг 3. Решение уравнения v3+3v−2γ = 0. Сделаем еще одну замену: v =
t−1

t
. После подстановки в уравнение получим: t3− 1

t3
−2γ = 0 ⇒ z2−2γz−1 = 0,

где z = t3. Получившееся квадратное уравнение имеет корни z1,2 = γ±
√

γ2 + 1,
которые удовлетворяют условию z1z2 = −1.

Обозначим ti = 3
√

zi, i = 1, 2. Поскольку t1t2 = −1, числа v1 = t1 − 1

t1
и

v2 = t2 − 1

t2
равны, следовательно, решение уравнения имеет вид

v = 3
√

γ +
√

γ2 + 1 + 3
√

γ −
√

γ2 + 1, γ = −3q
√

3

2p
√

p
.

Пример 5. Уравнение v3 + 3v + 2 = 0 имеет единственное вещественное
решение:

v =
3
√
−1 +

√
2 +

3
√
−1−

√
2 ≈ −0, 596.

Шаг 4. Решение уравнения v3−3v−2γ = 0, |γ| > 1. Сделаем замену: v =
t+1

t
. После подстановки в уравнение получим: t3+ 1

t3
−2γ = 0 ⇒ z2−2γz+1 = 0,

где z = t3. Получившееся квадратное уравнение имеет корни z1,2 = γ±
√

γ2 − 1.

Обозначим ti = 3
√

zi, i = 1, 2. Поскольку t1t2 = 1, числа v1 = t1 + 1

t1
и

v2 = t2 + 1

t2
равны, следовательно, решение уравнения имеет вид

v = 3
√

γ +
√

γ2 − 1 + 3
√

γ −
√

γ2 − 1, γ = 3q
√

3

2p
√−p

.

Пример 6. Уравнение v3 − 3v − 4 = 0 имеет единственное вещественное
решение:

v =
3
√

2 +
√

3 +
3
√

2−
√

3 ≈ 2, 196.

Частные случаи: γ = 1 ⇒ v3 − 3v − 2 = (v + 1)2(v − 2),
γ = −1 ⇒ v3 − 3v + 2 = (v − 1)2(v + 2).

Шаг 5. Решение уравнения v3 − 3v − 2γ = 0, |γ| < 1.
В этом случае замена имеет вид v = 2 cos t. Воспользовавшись формулой

косинуса тройного угла ( cos 3t = 4 cos3 t− 3 cos t ), получим, что cos 3t = γ.
Обозначим α = arccosγ. Тогда

3t = +α + 2πk

3t = −α + 2πk
⇐⇒ t = +α

3
+ 2πn

3
+ 2πk

t = −α

3
+ 2πn

3
+ 2πk

n = 0, 1, 2, k ∈ Z.
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Для этих чисел должны выполняться следующие равенства:⎧⎪⎨
⎪⎩

μ + λ− s2 = p

s(μ− λ) = q

μλ = r

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

μ + λ = s2 + p

μ− λ = q/s

μλ = r

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

2μ = s2 + p + q/s

2λ = s2 + p− q/s

(s2 + p)2 − (q/s)2 = 4r

Шаг 3. Решение вспомогательного кубического уравнения. Обозначим
s2 = z. Последнее уравнение системы является кубическим относительно z.
Назовем его вспомогательным кубическим уравнением:

z3 + 2pz2 + (p2 − 4r)z − q2 = 0.

Заметим, что это уравнение всегда имеет положительный корень, поскольку
при z = 0 левая часть отрицательна, а при достаточно большом z она положи-
тельна. Обозначим этот корень через z0. Тогда s =

√
z0. Найдя коэффициенты

λ и μ, получим искомое разложение.

Пример 9. Решить уравнение u4 − 2u2 − 5u− 6 = 0.

Решение. Здесь p = −2, q = −5, r = −6. Вспомогательное кубическое уравне-
ние имеет вид z3−4z2 +28z−25 = 0. Оно имеет положительный корень z = 1,
следовательно:

s = 1 ⇒ λ = 1

2

(
1− 2− −5

1

)
= 2, μ = 1

2

(
1− 2 + −5

1

)
= −3.

Таким образом, u4− 2u2− 5u− 6 = (u2 +u+2)(u2−u− 3) и корнями уравнения

являются два вещественных числа u1,2 = 1

2
±
√

13

2
и два комплексных числа

u3,4 = 1

2
± i

√
3

2
.

Пример 10. Решить уравнение u4 + u2 − 2u + 6 = 0.

Решение. Здесь p = 1, q = −2, r = 6. Вспомогательное кубическое уравнение
имеет вид z3 + 2z2 − 23z − 4 = 0. Оно имеет положительный корень z = 4,
следовательно:

s = 2 ⇒ λ = 1

2

(
4 + 1− −2

2

)
= 3, μ = 1

2

(
4 + 1 + −2

2

)
= 2.

Таким образом, u4 + u2 − 2u + 6 = (u2 + 2u + 3)(u2 − 2u + 2). Уравнение имеет
четыре комплексных корня: u1,2 = −1± i

√
2, u3,4 = 1± i.
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2. Несколько оптимизационных задач
Ниже предлагается набор из нескольких задач преимущественно «транспортно-
экономического» содержания. В каждой из них нужно найти минимум той или
иной функции: времени передвижения, расходов на перевозку грузов и т. п. Ино-
гда речь может идти о максимуме: например, о максимуме прибыли. Поэтому
иногда подобные задачи будем называть также экстремальными.

Задача о кратчайшем пути для двух точек и прямой.
Дана прямая и две точки A и B по одну сторо-
ну от нее. Где на прямой следует выбрать точку
C так, чтобы длина пути ACB была бы наимень-
шей? Чему равна длина этого пути, если расстоя-
ния от точек до прямой 7 км и 17 км, а расстояние
между точками 26 км?

A 17

7

26

A′

B

B′C

•

•

•• •

Решение. Построим точку A∗, симметричную
точке A относительно заданной прямой. Путь из
A в C по длине совпадает с путем из A∗ в C. В
то же время самый короткий по длине путь из A∗

в B — это отрезок прямой, соединяющий A∗ и B.
Точка C строится как точка пересечения отрезка
A∗B и заданной прямой.

Для того чтобы вычислить длину пути ACB,
заметим, что она равна длине отрезка A∗CB, то
есть длине гипотенузы прямоугольного треуголь-
ника A∗PB, где P — основание перпендикуляра,
опущенного из точки A∗ на вертикальную прямую
BB′. Длина A∗P равна 24 и равна длине BP. Сле-
довательно, искомая длина равна

√
242 + 242 =

24
√

2 ≈ 34 (км).

A

A∗

A′

B

B′

P

Q

C

•

•

•• •

• •

•

Задача о наиболее выгодном перемещении груза между двумя точ-
ками. Два пункта A и B лежат по одну сторону от дороги α. Известно, что
1 км перевозки груза по дороге обходится в два раза дешевле, чем по любому
другому пути вне дороги. Как следует двигаться, чтобы затраты на перевозку
груза из A в B были бы наименьшими?

Чему равны эти затраты, если расстояние от пунктов A и B до дороги равны
60 км и 200 км, расстояние между точками A и B «напрямую» равно 500 км, а
провоз груза на расстояние 1 км по дороге обходится в 10 экю?

Какой будет траектория и какими будут затраты, если расстояние между A
и B равно не 500, а 400 км?
Решение. Опустим перпендикуляры AM и BN из точек A и B на прямую α.
По условию AB=500, AM=60, BN=200. Опустим перпендикуляр AK на BN.
BK=140 и по теореме Пифагора AK = MN =

√
5002 − 1402 =

√
360 · 640=480.

Если движение производится по пути APQB, то заметим, что точки P и Q
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должны быть выбраны так, чтобы минимизировать стоимостную функцию

R(α, β) = 2k ·AP +k ·PQ+2k ·BQ = 2k · x

sin α
+k(MN−x ctg α−y ctg β)+2k · y

sin β
,

где x = AM, y = BN, а α и β равны соответственно углам APM и BQN.

A

B

P QM N

K

α β

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
..........

.................

.....................................

.........................................................................•

•

•

•

• ••

Представим R в виде

R(α, β) = k · x2− cos α

sin α
+ k · y 2− cos β

sin β
+ k ·MN.

Поскольку величины k, x, y и MN являются постоянными, то минимум функ-
ции R достигается при тех значениях углов α и β, при которых имеет минимум
функция

f(t) = 2− cos t

sin t
.

Подсчитаем производную этой функции:

f ′(t) = sin t sin t− cos t(2− cos t)

sin2 t
= 1− 2 cos t

sin2 t
.

Таким образом:

f ′(t) = 0 ⇔ 1− 2 cos t = 0 ⇔ cos t = 1

2
⇔ t = 60◦.

Поскольку минимум достигается в некоторой точке интервала (0, 90◦), а кри-
тическое значение единственно, то оно и есть искомое. Таким образом, α = β =

60◦, и поскольку sin 60◦ =
√

3

2
, f(min) =

√
3, то

R(min) = k ·
(√

3(x + y) + MN
)

= 10 ·
(√

3 · 260 + 480
)
≈ 9303.

Поскольку расходы на перевозку по прямому пути AB равны 10 000 экю, то
этот путь менее выгоден. Следовательно, двигаться следует по пути APQB, где
углы APM и BQN равны 60◦.

Отметим, что если AB = 400 км, то подсчет показывает, что движение по
пути APQB обходится приблизительно в 8250 экю, что означает, что движение
по прямой AB более выгодно.
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Задача о вписанном треугольнике наименьшего периметра. В остро-
угольном треугольнике известны стороны и углы. Построить треугольник
наименьшего периметра, вершины которого лежат по одной на каждой из
сторон. Чему равен периметр этого треугольника?
Решение. Для каждого выпуклого n-угольника вписанный в него n-угольник
назовем биллиардным, если каждая его вершина лежит внутри одной из сто-
рон описанного многоугольника и примыкающие к ней стороны образуют с ней
равные углы.

•

•

•
A

B

C

F

D

E

Из задачи о кратчайшем пути для двух точек и пря-
мой следует, что у вписанного многоугольника наи-
меньшего периметра либо одна из вершин совпада-
ет с одной из вершин описанного, либо он являет-
ся биллиардным. Для остроугольного треугольни-
ка вписанный биллиардный треугольник существует
и единствен. Он совпадает с треугольником, обра-
зованным основаниями высот. На рисунке это тре-
угольник FED.

Лемма об окружности, описанной вокруг
правильного треугольника. Сумма рассто-
яний от произвольной точки на плоскости до
двух ближайших вершин правильного треуголь-
ника всегда больше или равна расстоянию до
третьей вершины, причем равенство достига-
ется только для точек, лежащих на окружно-
сти, описанной вокруг этого треугольника.

•
A

•
B

•
C

•
M• O

•
A

•
B

•
C

•
M

•
M ′

Доказательство. Пусть точка M лежит внут-
ри угла BAC (см. рисунок). Тогда наиболее уда-
ленной будет точка A. Повернем отрезок BM по
часовой стрелке (в сторону точки A) на 60◦ и
обозначим через M ′ — положение, которое будет
занимать точка M. В треугольнике BMM ′ две
стороны равны и один из углов (угол MBM ′)
равен 60◦, следовательно, он равносторонний.
Заметим теперь, что треугольник ABM ′ равен

треугольнику CBM по двум сторонам и углу между ними.
Следовательно, AM ′ = CM. Таким образом, BM + CM = MM ′ + M ′A ≥ AM.
Лемма доказана.

Задача о точке Торричелли. Рассматрива-
ется произвольный треугольник ABC при пред-
положении, что каждый из его углов мень-
ше 120◦. Найти такую точку на плоскости,
для которой сумма расстояний до вершин тре-
угольника является наименьшей.

•
A

•
B

•C

• O
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Интеграл

1. Неопределенный интеграл
Первообразная и класс первообразных

Мы познакомились с тем, что многим элементарным функциям по определен-
ным правилам можно поставить в соответствие другую элементарную функцию,
называемую ее производной. Эта операция, сопоставление, называется диффе-
ренцированием. Обратная процедура восстановления функции по ее производ-
ной называется интегрированием. Однако эта обратная процедура, в отличие
от дифференцирования, определяется неоднозначно, поскольку две дифферен-
цируемые функции, отличающиеся на постоянную, имеют одну и ту же произ-
водную. Это приводит к появлению двух родственных понятий: понятия «пер-
вообразная» и понятия «неопределенный интеграл» как класс первообразных.
Перейдем к формальным определениям.

Пусть функции f(x) и F (x) определены на одном и том же промежутке ве-
щественной оси. Если F (x) дифференцируема в каждой точке x этого про-
межутка, причем выполняется равенство F ′(x) = f(x), то функция F назы-
вается первообразной функции f на этом промежутке, или первообразной для
функции f.

Таблица первообразных похожа на таблицу производных, но «в обратную
сторону». Заметим еще раз, что первообразную можно выбирать с точностью до
постоянного слагаемого, однако на разных интервалах области задания посто-
янные могут быть разными. Заметим также, что непрерывная функция всегда
имеет первообразную.

Пример 1.

1. Для функции f(x) = ex функции: F1(x) = ex, F2(x) = 2 + ex являются
первообразными.

2. Для функции f(x) = sinx все три функции: F1(x) = − cosx, F2(x) =
2 sin2 x

2
, F3(x) = −2 cos2 x

2
являются первообразными.

3. Для функции f(x) = 1

x
обе функции F1 и F2, задаваемые равенствами

F1(x) =

{
ln x при x > 0,

ln(−2x) при x < 0,
F2(x) =

{
ln 3x при x > 0,

ln(−4x) при x < 0

являются первообразными на области определения, то есть на множестве
R \ {0}, состоящем из двух интервалов: (−∞; 0) и (0; +∞).
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Замена переменных в неопределенном интеграле
Предположим, что F (x) является одной из первообразных функции f(x), то
есть F ′(x) = f(x) для всех x из области определения f. Далее, пусть x = ϕ(t) —
некоторая дифференцируемая функция, значения которой находятся также в
области определения f. Тогда в соответствии с правилом дифференцирования
сложной функции мы можем записать∫

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(t)) + C. Отсюда следует

правило замены дифференциала: если x = ϕ(t), то dx = ϕ′(t)dt.

Пример 2. x = sin t ⇒ dx = cos tdt. Тогда:

a)
∫

dx

x3
= − 1

2x2
+ C ⇒

∫
cos tdt

sin3 t
= − 1

2 sin2 t
+ C;

b)
∫

dx

1 + x
= ln |1 + x|+ C ⇒

∫
cos tdt

1 + sin t
= ln(1 + sin t) + C;

c)
∫

dx√
1 + x

= 2
√

1 + x + C ⇒
∫

cos tdt√
1 + sin t

= 2
√

1 + sin t + C.

Эту же процедуру можно осуществлять, не вводя формально новую пере-
менную.

Пример 3. 2xdx = dx2. Тогда:

a)
∫

2xdx

1 + x2
=
∫

dx2

1 + x2
= ln(1 + x2) + C;

b)
∫

dx

x(1 + x2)
= 1

2

∫
dx2

x2(1 + x2)
= 1

2
ln x2

1 + x2
+ C;

c)
∫

x3dx

1− x2
= 1

2

∫
x2dx2

1− x2
= 1

2

∫ (
−1 + 1

1− x2

)
dx2 = −x2

2
+ 1

2

∫
dx2

1− x2
=

= −x2

2
− 1

2
ln |1− x2|+ C.

Зачастую бывает удобнее сделать замену переменной явным образом.

Пример 4. Найти интеграл
∫

ln x

x
dx.

Решение. Сделаем замену t = lnx. Обратная зависимость имеет вид x = et.
Продифференцируем это равенство: dx = etdt. Тогда∫

lnx

x
dx =

∫
tetdt

et
=
∫

tdt = t2

2
+ C = ln2 x

2
+ C.
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Пример 5. Найти интеграл
∫

(x + 2)
√

x + 1 dx.

Решение. Сделаем замену t =
√

x + 1. Обратная зависимость имеет вид x =
t2− 1. Продифференцируем это равенство: dx = 2tdt. Подставляя в интеграл,

получим:
∫

(x + 2)
√

x + 1 dx =
∫

(t2 + 1)t 2t dt = 2
∫

(t4 + t2) dt =

= 2
(

t5

5
+ t3

3

)
+ C = 2

5
(x + 1)

5

2 + 2

3
(x + 1)

3

2 + C.

Упр. 3. Найдите следующие интегралы:

a)
∫

sin2 x cos xdx, b)
∫

cos3 x

sin2 x
dx, c)

∫
x4

x5 + 1
dx,

d)
∫ √

x√
x + 1

dx, e)
∫

dx

x(ln x + 1)
, f)

∫ √
ln x + 1

x
dx,

g)
∫

arctg x

1 + x2
dx, h)

∫
ex

ex + 2
dx, i)

∫
ex2

xdx.

Интегрирование дроби с квадратичным знаменателем
В качестве примера использования замены переменной рассмотрим «трюк», ко-
торый используется обычно при интегрировании дробей вида x + a

x2 + px + q
в слу-

чае, когда знаменатель не имеет корней. Преобразуем дробь, выделив в знаме-
нателе полный квадрат:

x + a

x2 + px + q
=

x +
p

2�
x +

p

2

�2

+ q − p2

4

+
a− p

2�
x +

p

2

�2

+ q − p2

4

.

Обозначим x + p

2
= t, a − p

2
= b, q − p2

4
= c2. Тогда интеграл представляется в

виде суммы

∫
x + a

x2 + px + q
dx =

∫
tdt

t2 + c2
+ b

∫
dt

t2 + c2
=

1
2

ln(t2 + c2) +
b

c
arctg

t

c
+ C.

Делая обратную замену переменной и параметров, получим ответ.

Пример 6. Найти интеграл
∫

x− 2

x2 + 2x + 3
dx.

Решение. Искомый интеграл равен
∫

1

2
· (2x + 2)dx

x2 + 2x + 3
+
∫

−3

x2 + 2x + 3
dx =

1

2

∫
d(x2 + 2x + 3)

x2 + 2x + 3
− 3

∫
dx

(x + 1)2 + 2
= 1

2
ln(x2 + 2x + 3)− 3

∫
dx

(x + 1)2 + (
√

2)2
=

= 1

2
ln(x2 + 2x + 3) − 3√

2
arctg x + 1√

2
+ C.
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Интегралы от тригонометрических функций
При работе с тригонометрическими функциями полезно иметь в виду следую-
щие тождества:

cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1, cos2 ϕ− sin2 ϕ = cos 2ϕ, 2 sinϕ cosϕ = sin 2ϕ,

2 sinα cosβ = sin(α + β) + sin(α− β),

2 sin α sin β = cos(α− β)− cos(α + β),

2 cosα cosβ = cos(α− β) + cos(α + β),

cos2 ϕ

2
= 1 + cos ϕ

2
,

sin2 ϕ

2
= 1− cos ϕ

2
,

tg2 ϕ + 1 = 1

cos2 ϕ
, tg ϕ

2
= t ⇒ sinϕ = 2t

1 + t2
, cosϕ = 1− t2

1 + t2
.

При этом используются три основных технических приема: понижение сте-
пени, замена переменной (и, в частности, замены t = sin x или t = cosx) и
переход к половинному углу.

Пример 9. (Понижение степени). Найти интеграл I1 =
∫

sin4 xdx.

Решение. Применим стандартную формулу понижения степени: sin4 x =

=
(

1− cos 2x

2

)2

= 1

4
(1− 2 cos 2x + cos2 2x) = 1

4

(
1− 2 cos 2x + 1 + cos 4x

2

)
=

= 3

8
− cos 2x

2
+ cos 4x

8
. Таким образом, I1 = 3x

8
− sin 2x

4
+ sin 4x

32
+ C.

Пример 10. Найти интеграл I2 =
∫

sin 5x cos 3xdx.

Решение. Используем формулу преобразования произведение в сумму: I2 =

= 1

2

∫
(sin 8x + sin 2x)dx = 1

2

∫
sin 8xdx + 1

2

∫
sin 2xdx = − cos 8x

16
− cos 2x

4
+ C.

Пример 11. (Замена t = cosx). Найти интеграл I2 =
∫

sin5 xdx.

Решение. I2 =
∫

sin4 x sin xdx = −
∫

sin4 xd cosx = −
∫

(1 − cos2 x)2d cosx =

−
∫

(1 − t2)2dt = −
∫

(t4 − 2t2 + 1)dt = − t5

5
+ 2t3

3
− t + C = − cos5 x

5
+ 2 cos3 x

3
−

cosx + C.

Пример 12. (Половинный угол). Найти интеграл I3 =
∫

dx

1 + cos x
.

Решение. I3 =
∫

dx

2 cos2
x

2

=
∫ d

x

2

cos2
x

2

= tg x

2
+ C.
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Интегралы от дробно-рациональных функций
Напомним, что дробно-рациональной называется функция, представленная в
виде отношения двух многочленов, например:

P (x) = 1

x2 + 2x + 3
, Q(x) = x4 + x2 + 1

x− 3
, R(x) = x6 − 1

x3 + 1
.

При интегрировании дробно-рациональных функций полезно пользоваться
следующим алгоритмом.
Шаг I. Если степень числителя больше или равна степени знаменателя, то сле-
дует привести дробь к стандартному виду, выделив целую часть и правильную
дробь. Это можно сделать, разделив многочлен на многочлен «уголком».

Пример 13.

a) x3 − 3x2 + x− 1

x− 1
= x2−2x−1− 2

x− 1
; b) x4 − x3 + x− 1

x2 + 1
= x2−x−1+ 2x

x2 + 1
.

x3 − 3x2 + x− 1

x2 − 2x− 1x3 − x2

−2x2 + x

−2x2 + 2x

−x− 1
−x + 1

−2

x− 1 x4 − x3 + x− 1

x2 − x− 1x4 + x2

−x3 − x2 + x

−x3 − x

−x2 + 2x− 1
−x2 − 1

2x

x2 + 1

Упр. 4. Приведите к стандартному виду дробно-рациональные функции, по-
сле чего проинтегрируйте их.

a) Q(x) = x4 + x2 + 1

x− 3
, b) R(x) = x6 − 1

x3 + 1
, c) S(x) = x4 − x3 + x2 − x + 1

x2 − 1
.

Шаг II. Знаменатель правильной дроби раскладывается на множители, при-
чем следует иметь в виду, что если степень многочлена больше двух, то у него
всегда есть либо линейный множитель вида (x − a), либо квадратичный вида
(x2 + px + q). При этом полезно использовать следующую теорему:
Теоpема Безу. Остаток от деления многочлена P (x) на x− c равен P (c).
Следствие. Если многочлен P (x) имеет корень c, то x − c является его
множителем (многочлен делится на x− c).

Упр. 5. Разложите на множители многочлены:
a) x3 − 3x + 2; b) x3 − 6x + 9; c) x4 − 2x3 − 28x2 + 8x + 96;
d) x3 − 14x2 + 65x− 100; e) x3 − 5x2 − 4x + 20.

Ответы: a) (x−1)2(x+2); b) (x+3)(x2−3x+3); c) (x−6)(x−2)(x+2)(x+4);

d) (x− 4)(x− 5)2; e) (x− 2)(x + 2)(x− 5).
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Шаг III. Всякая правильная дробь вида P (x)

Q(x)
раскладывается на простейшие,

то есть дроби вида

c

x− a
,

c

(x − a)k
,

cx + d

x2 + px + q
,

cx + d

(x2 + px + q)k
,

где x − a, x2 + px + q — множители, содержащиеся в разложении знаменателя
Q(x), числа c, d — некоторые постоянные, которые ищутся для каждой дроби
в отдельности, а простейшие дроби c

(x− a)k
и cx + d

(x2 + px + q)k
при k ∈ Z, k > 1

появляются в том случае, когда кратность соответствующего множителя в раз-
ложении знаменателя больше 1, причем k может принимать все целые значения
от 1 до значения этой кратности.

Пример 14. Разложить дробь x2 − x + 1

x4 − 1
на простейшие.

Решение. x2 − x + 1

x4 − 1
= x2 − x + 1

(x− 1)(x + 1)(x2 + 1)
= A

x− 1
+ B

x + 1
+ Cx + D

x2 + 1
.

Для нахождения коэффициентов A, B, C и D воспользуемся следующей
процедурой:

1) умножим обе части равенства на линейное выражение x− 1 :

x2 − x + 1

(x + 1)(x2 + 1)
= A + B(x− 1)

x + 1
+ (Cx + D)(x− 1)

x2 + 1
.

Положив x = 1, получим выражение для первого коэффициента: A = 1

4
;

2) умножим обе части равенства на линейное выражение x + 1 :

x2 − x + 1

(x− 1)(x2 + 1)
= A(x + 1)

x− 1
+ B + (Cx + D)(x + 1)

x2 + 1
.

Положив x = −1, получим равенство B = −3

4
;

3) Подставим в получившееся равенство два любых других значения аргу-
мента. Например, x = 0 : −1 = −A + B + D ⇒ D = 0. Если x = 2, то
1

5
= A + B

3
+ 2C

5
⇒ C = 1

2
. Окончательно получаем

x2 − x + 1

(x− 1)(x + 1)(x2 + 1)
= 1

4
· 1

x− 1
− 3

4
· 1

x + 1
+ 1

2
· x

x2 + 1
.

Упр. 6. Покажите, что 5x− 6

x3 − 6x + 9
= x− 1

x2 − 3x + 3
− 1

x + 3
.

Пример 15. Разложить дробь x3 + 2x2 + 4x + 1

x4 + 2x3 − 2x− 1
на простейшие.
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Решение. x3 + 2x2 + 4x + 1

x4 + 2x3 − 2x− 1
= x3 + 2x2 + 4x + 1

(x− 1)(x + 1)3
=

= A

x− 1
+ B

x + 1
+ C

(x + 1)2
+ D

(x + 1)3
.

Умножив обе части равенства на x − 1 и положив x = 1, получим A = 1.
Умножив обе части равенства на (x + 1)3 и положив x = −1, получим D = 1.
Вычтем из левой части определившиеся дроби:

x3 + 2x2 + 4x + 1

(x− 1)(x + 1)3
− 1

x− 1
− 1

(x + 1)3
= x3 + 2x2 + 4x + 1− (x3 + 3x2 + 3x + 1)− (x− 1)

(x− 1)(x + 1)3
=

x3 + 2x2 + 4x + 1− x3 − 3x2 − 3x− 1− x + 1

(x− 1)(x + 1)3
= − 1

(x + 1)2
.

Таким образом, B = 0, C = −1. Шаг IV. Остается записать интегралы от
простейших дробей. Первые два не нуждаются в комментариях.∫

dx

x− a
= ln |x− a|+ C,

∫
dx

(x− a)k
= 1

1− k
· 1

(x− a)(k−1)
при k �= 1.

Интеграл от дроби
x + a

x2 + px + q
был вычислен ранее.

Интеграл J =
∫

x + a

(x2 + px + q)k+1
dx (k ≥ 1) может быть выражен через инте-

грал
∫

dx

(x2 + px + q)k
с помощью интегрирования по частям.

Покажем как это делается на примере.

Пример 16. Вычислить интеграл J =
∫

dx

(x2 + 1)2
.

Решение. Преобразуем интеграл I =
∫

1

x2 + 1
dx с помощью формулы инте-

грирования по частям:
∫

1

x2 + 1
dx = x

x2 + 1
−
∫

xd
1

x2 + 1
= x

x2 + 1
+
∫

2x2 dx

(x2 + 1)2
=

x

x2 + 1
+
∫

(2x2 + 2− 2) dx

(x2 + 1)2
= x

x2 + 1
+ 2I − 2

∫
dx

(x2 + 1)2
.

Отсюда следует, что 2J = I + x

x2 + 1
. Окончательно получаем, что J =

1

2
arctgx + x

2(x2 + 1)
+ C.
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З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 7.
◦ На картинках изображены графики функций. Постройте эскизно

графики первообразных, проходящих через указанную точку.

�

�

x

y

•

•

�

�

x

y

•

•

�

�

x

y

•

•

Упр. 8.
◦ Найдите первообразные указанных функций y = f(x), графики ко-

торых проходят через указанную точку (x0, y0).

a)
√

2x + ex, (0, 1) b) ex − cosx, (0, 2) c) cos2 x

2
, (π, 0)

d) cosx cos 3x, (π, 0) e)
√

x + 2x, (0, 1) f) cos
(

x

2
− 1

)
, (2, 2)

g) 3
√

x + e−3x, (0, 1) h)
√

3

x2 + 3
, (3, 0) i) x

2x− 1
, x >

1

2
, (1,−1).

Упр. 9.
◦ Используя таблицу, найдите неопределенные интегралы:

a)
∫ (

x + 1

x

)
dx, b)

∫
x5dx, c)

∫
dx√
2x

, d)
∫

sin 2xdx,

e)
∫

(1+cosx)dx, f)
∫

2dx

1 + x2
, g)

∫
dx

sin2 x
; h)

∫
4dx√
4− x2

.

Упр. 10.
◦ С помощью замены переменной найдите неопределенные интегра-

лы:

a)
∫

dx√
3x− 4

, b)
∫

(2x + 3)3dx, c)
∫

(1+cosx)2 sin xdx,

d)
∫

sin3 xdx, e)
∫

ln x

x
dx, f)

∫
dx√

x(1 + x)
.

Упр. 11.
◦ С помощью замены переменной найдите интегралы:

a)
∫

dx√
2x + 3

, b)
∫

(2x + 3)4dx, c)
∫

(2 cosx+3)2 sinxdx,

d)
∫

sin3 2xdx, e)
∫

ln 2x

x
dx, f)

∫
arctg 2x

1 + 4x2
dx,

g)
∫

ln2 x

x
dx, h)

∫
2x + 1

x2 + x + 1
dx, i)

∫
(x− cos x)dx

x2 − 2 sin x
.
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Упр. 12.
◦ С помощью интегрирования по частям найдите интегралы:

a)
∫

x sin xdx, b)
∫

x2exdx, c)
∫

ln2 xdx,

d)
∫

x2 cosxdx, e)
∫

x ln xdx, f)
∫

xarctg x dx.

Упр. 13.
◦ С помощью интегрирования по частям найдите интегралы:

a)
∫

2x sin 2xdx, b)
∫

xe2xdx, c)
∫

x 2x ln 2dx,

d)
∫

ln 5xdx, e)
∫

ln x√
x

dx, f)
∫

2ex sinx dx,

g)
∫

x ln(x + 1)dx, h)
∫

ln x3dx, i)
∫

xe−xdx.

Упр. 14.
◦ Найдите интегралы от дробно-рациональных функций:

a)
∫ (

x− 1

x

)2

dx, b)
∫

(1 + x3)dx

1− x
, c)

∫
(1 + x)−3dx,

d)
∫

x(x2 + x + 1)

x3 + 1
dx, e)

∫
(x− 1) dx

x4 − x2
, f)

∫
2(1 + x) dx

4 + x2
.

Упр. 15.
◦ Найдите интегралы от дробно-рациональных функций:

a)
∫

x4 + x− 1

x(x2 + 1)
dx, b)

∫
x2 + 2

x4 + 4
dx, c)

∫
x3 − x2 − 1

x(x− 1)
dx,

d)
∫

x5 − x4 − x3 − x + 1

x3(x− 1)
dx, e)

∫
3x2 − 1

x3 − x
dx, f)

∫
5− x

x2 − 1
dx,

g)
∫

((x− 1)6 + 1)dx

(x− 1)2(x2 − 2x + 2)
, h)

∫
(3x− 6)dx

x2 − x− 2
, i)

∫
dx

x(x5 + 1)
.

Упр. 16.
◦ Найдите интегралы от тригонометрических функций:

a)
∫

(cos2 x−sin2 x) dx, b)
∫

sin2 2x dx, c)
∫

dx

sin x cos x
,

d)
∫

2 sin 2x cos 3x dx, e)
∫

sin x sin 2x dx, f)
∫

4 sin4 x

2
dx,

g)
∫

dx

1 + cos x
, h)

∫
dx

sin x− cos x
, i)

∫
ctg3 x dx.

Упр. 17.
◦ Найдите неопределенные интегралы:

a)
∫

x(x − 10)9dx, b)
∫

2
√

1− x2 dx, c)
∫

2
√

x2 − 1 dx,

d)
∫

x dx

(x + 10)11
, e)

∫
dx

x
√

x2 + 1
, f)

∫
dx

x
√

x2 − 1
.
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Упр. 18.
◦ Найдите неопределенные интегралы:

a)
∫

dx

1− sin x
, b)

∫
tg2 xdx, c)

∫
cos x dx

1 + sin2 x
,

d)
∫

dx

cos3 x
, e)

∫
dx

sin x cos 2x
, f)

∫
ln sin x dx

cos2 x
,

g)
∫

dx

cos4 x
, h)

∫
2dx

sin 2x cos x
, i)

∫
ln cos x dx

cos2 x
.

Упр. 19.
◦ Найдите интегралы:

a)
∫

2 ctg xdx

sin2 x + 1
, b)

∫
32 dx

16− x4
, c)

∫ √
x dx

3
√

x + 1
,

d)
∫

1− sin x

cos2 x
dx, e)

∫
8 dx

4 + x4
, f)

∫
3
√

x dx√
x + 8

,

g)
∫

sin x(2 + sin2 x) dx

cos4 x
, h)

∫
1− x3

1− x4
dx, i)

∫ √
x dx

(1 + 3
√

x)2
.

Упр. 20.
◦ Найдите интегралы:

a)
∫

4x cos2 xdx, b)
∫

3 cos5 x

sin2 x
dx, c)

∫
4x3 dx

x4 + 1
,

d)
∫

4
3
√

x2 dx
3
√

x + 1
, e)

∫
dx

x(lnx + 2)
, f)

∫ √
ln x + 2

x
dx,

g)
∫

arcsin x√
1− x2

dx, h)
∫

dx

ex + e−x
, i)

∫
ex3

x2 dx.

О т в е т ы

Упр. 7.

�

�

x

y

•

•

�

�

x

y

•

•

�

�

x

y

•

•

Упр. 8. a)
1

3
(2x)3/2 + ex, b) ex + sin x + 1, c)

x + sin x− π

2
, d)

2 sin 2x + sin 4x

8
,

e)
2x
√

x

3
+2x log2 e−log2

e

2
, f) 2+2 sin

�x

2
− 1

�
, g)

3x 3
√

x

4
− e−3x − 4

3
, h) arctg

x√
3
− π

3
,

i)
x− 3

2
+

1

4
ln |2x − 1|.

В дальнейшем в ответах к задачам на нахождение неопределенного интеграла
для краткости записи опущена постоянная C.
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2. Определенный интеграл
О меpе и измеpимости
Вопpосы, связанные с меpой вещей и измеpением, являются ключевыми и за-
частую тpудными в любой науке, а не только в математике. В математике они
лишь пpиобpели более отчетливое очеpтание, обpазовав целое математическое
напpавление, котоpое стало называться теоpией меpы.

Интуитивное воспpиятие этих вопpосов пpиводит пpежде всего к таким теp-
минам, как «длина», «площадь», «объем». Рассмотpим, напpимеp, один из спо-
собов опpеделения площади. Он состоит в следующем:
Шаг 1. Hа фигуpу (обозначим ее чеpез F ) накладывается клетчатая сетка, пpи
этом пpедполагается, что площадь каждой клетки известна. Сумма площадей
всех клеток, имеющих хотя бы одну общую точку с фигуpой F, обозначается
чеpез S1(F ).

После этого находится сумма площадей всех клеток, содеpжащихся в фи-
гуpе F полностью. Эту сумму площадей обозначим чеpез S1(F ). Таким обpазом,
S1(F ) ≤ S1(F ), и если пpедположить, что площадь фигуpы F, о котоpой идет
pечь, существует (обозначим ее тогда чеpез S(F )), то естественно считать, что
S1(F ) ≤ S(F ) ≤ S1(F ).

Пpи этом мы воспpинимаем тот факт, что площадь большей (то есть объ-
емлющей) фигуpы больше площади меньшей, как само собой pазумеющееся, то
есть как аксиому. Эта аксиома называется аксиомой монотонности. Кpоме того,
незаметно мы использовали еще одну аксиому как вполне очевидный факт, не
нуждающийся в доказательстве, – аксиому аддитивности. Это пpоизошло в том
месте, где мы говоpили о сумме площадей всех клеток.

Упр. 1. С помощью указанной пpоцедуpы по-
пpобуйте оценить площадь фигуpы, изобpа-
женной спpава, пpинимая во внимание, что
площадь большого квадpата, в котоpом содеp-
жится фигуpа, pавна 1.

S = 0.41

Шаг 2. Каждая клетка сетки, с помощью котоpой мы пpоизводим пpоцедуpу
измеpения, pазбивается еще на несколько, то есть сетка измельчается. Пpи этом
подpазумевается, что мы вновь имеем дело с клетками, площадь котоpых мы
знаем.

Подсчитав по тем же пpавилам «внутpеннюю» (S2(F )) и «внешнюю» (S2(F ))
площади, получим неpавенства S1 ≤ S2 ≤ S2 ≤ S1.

Пpодолжая далее, мы будем иметь неpавенства

S1 ≤ S2 ≤ S3 . . . ≤ . . . S3 ≤ S2 ≤ S1 .

Если числа Sn и Sn пpиближаются дpуг к дpугу – в данном случае это
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означает, что они имеют общий пpедел, – то этот общий пpедел (обозначим его
чеpез S) и называется площадью фигуpы.

Hо может оказаться и дpугое: что Sn, уменьшаясь, стpемится к одному числу
(обозначим его, напpимеp, чеpез S∗), а Sn, увеличиваясь, стpемится к дpугому,
S∗. Числа S∗ и S∗ называются внешней и внутpенней меpой (площадью) фигуpы.
В «хоpоших» ситуациях внешняя и внутpенняя меpы pавны и тем самым опpе-
деляют площадь фигуpы. Множества, котоpые соответствуют этой «хоpошей
ситуации», называются измеpимыми.

�

�

x

y

•

A

B

a b

•

•

Hечто аналогичное пpоисходит и в экономике. Мы используем понятия
«товаp» и «цена (стоимость)» товаpа, как бы измеpяя этот товаp. Та-
ким обpазом, из множества всех на свете вещей мы выделяем подмно-
жество тех, котоpые могут быть измеpены, то есть измеpимых, и на-
зываем их товаpом. Пpи этом измеpении, то есть оценке товаpа, мы
пользуемся теми же пеpечисленными аксиомами: монотонностью и ад-
дитивностью.
Упpощенно pассматpивая пpоцедуpу «тоpговли», можно заметить,

что пpодавец, пpедлагая свою цену товаpа, как бы оценивает истинную
цену «свеpху», а покупатель – «снизу». Пpи тоpговле цена, пpедлагаемая
пpодавцом, обычно снижается, а цена, пpедлагаемая покупателем, повы-
шается. Если пpи этой пpоцедуpе удается найти «общий пpедел», то он
и пpинимается за цену товаpа.
Здесь выделяются тpи пpинципиальные тpудности, хаpактеpные для

экономики: во-пеpвых, в pеальной ситуации нет «абсолютного эталона»,
масштаба; во-втоpых, далеко не каждая вещь является товаpом. Бо-
лее того, измеpимых вещей в каком-то смысле намного меньше, чем всех
остальных; в-тpетьих, даже теоpетически измеpимая вещь пpактиче-
ски может оцениваться с тpудом.

Интегральные суммы
Вычисление площадей начнем с фигур специального вида, которые называются
криволинейными трапециями.Иногда также их называют подграфикомфункции.
Это фигуры, ограниченные графиком функции y = f(x) на промежутке [a; b],
осью абсцисс и прямыми x = a и x = b, ограничивающими фигуру слева и
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справа. Обозначим одну из таких фигур через F и займемся вычислением ее
площади.

Разделим отрезок на несколько (n) частей точками a = x0 < x1 < x2 < . . . <
xn−1 < xn = b. Образовалось n отрезков [x0, x1], [x1, x2] . . . [xn−1, xn] меньшей
длины, которые будем называть промежутками разбиения.При этом их длины не
обязательно равны. Обозначим через τ само разбиение, через Δk — длину про-
межутка [xk−1, xk] разбиения, а максимальную длину промежутка разбиения,
то есть максимальное из чисел Δk (k = 1, 2 . . . n) через ρ. Число ρ называется
рангом (или мелкостью) разбиения и зависит от разбиения: ρ = ρ(τ). Если это
разбиение на равные промежутки, то ρ зависит от числа n, то есть ρ = ρ(n).

На каждом из промежутков разбиения [xk−1, xk] рассмотрим точную верх-
нюю границу для значений функции (наибольшее значение, если оно достига-
ется) Mk и точную нижнюю границу mk (наименьшее значение функции на
указанном отрезке, если оно достигается). Определим суммы

Sτ =
n∑

k=1

mkΔk, Sτ =
n∑

k=1

MkΔk.

Они называются соответственно нижней суммой Дарбу и верхней суммой Дарбу.

�

�

x

y

•

•

•
A

B

a bxk−1 xk

�

�

x

y

•

f(x)

A

B

a b

На рисунках изображены семейства прямоугольников, определяющие верхние сум-
мы Дарбу для двух разбиений с разным рангом.

При уменьшении ранга разбиения верхняя сумма уменьшается, а нижняя
увеличивается. Обозначим через S∗ предел нижних сумм при условии, что ранг
разбиения стремится к нулю, а через S∗ — предел верхних сумм. Если S∗ = S∗,
то говорят, что функция f(x) интегрируема на [a; b], а общий предел S = S∗ = S∗

называется определенным интегралом от функции f(x) на промежутке [a; b] и

обозначается через
∫ b

a

f(x) dx.

Интегральные суммы Римана. Выберем вновь некоторое разбиение τ и
рассмотрим теперь другую сумму, которую будем называть суммой Римана.
Для ее построения в каждом промежутке разбиения [xk−1, xk] выберем про-

извольную точку ξk. Обозначим R(τ) =
n∑

k=1

f(ξk)Δk. Поскольку выполняются
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неравенства mk ≤ f(ξk) ≤ Mk, то

Sτ =
n∑

k=1

mkΔk ≤ R(τ) ≤ Sτ =
n∑

k=1

MkΔk.

Таким образом, если существует общий предел сумм Дарбу, то существует и
предел сумм Римана, равный тому же интегралу. Несложно показать и обрат-
ное. Для непрерывных функций это совсем очевидно, поскольку сумма Дарбу
в этом случае является частным случаем суммы Римана.
Замечание. Существуют и другие способы определения интеграла. Напри-
мер, интеграл Лебега. Однако, во всех случаях если функция интегрируема на
каком-либо множестве в соответствии с одним определением и в соответствии с
другим определением, то значения интегралов должны совпадать. В частности,
должны совпадать значения интеграла от непрерывной или кусочно непрерыв-
ной на промежутке функции по этому промежутку. Не совпадают только клас-
сы интегрируемых функции. Но классы интегрируемых по Дарбу и по Риману
функций совпадают и получившееся в результате описанного построения значе-
ние интеграла принято называть интегралом по Риману или интегралом Римана.
Соответственно функции будем называть интегрируемыми по Риману.

Cвойства определенного интеграла
Перечисление свойств интеграла мы начнем с утверждений, которые следуют
непосредственно из построения интегральных сумм.

Теоpема о классах интегрируемых функций.
1) Интегрируемая на промежутке функция ограниченна на этом проме-

жутке.
2) Если функция непрерывна на отрезке или имеет не более чем счетное

число разрывов 1-го рода (не имеет разрывов 2-го рода), то она интегрируема
на этом отрезке.

3) Если функция интегрируема на отрезке [a; b] и [a1; b1] ⊂ [a; b], то функ-
ция интегрируема на [a1; b1].

4) Если функция f(x) интегрируема на промежутке [a; b],то |f(x)| также
интегрируема на этом промежутке. При этом

∣∣∣∫ b

a f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ b

a |f(x)|dx.

5) Если функции f(x) и g(x) интегрируемы на промежутке [a; b], то их
сумма, разность и произведение также интегрируемы на этом промежутке.

6) Изменение интегрируемой функции в конечном или счетном числе то-
чек оставляет ее интегрируемой и не меняет значение интеграла. В частно-
сти, мы можем доопределить функцию в точках разрыва, придавая ей любые
значения, но оставляя функцию ограниченной.
Теорема о положительности интеграла. Если функция неотрицательна
на промежутке и положительна в некоторой точке, в которой она непрерыв-
на (мы называем такую точку точкой непрерывности), то интеграл положи-
телен.
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Пример 1. На промежутке [0; 1] рассмотрим функцию Римана

f(x) =

{ 1

n
, если x = m

n
, где m

n
— несократимая дробь,

0, если x — иррациональное число.

Доказать, что интеграл от этой функции существует и равен нулю.

Доказательство. Достаточно показать, что для любого ε > 0 существует такое
разбиение τ промежутка [0; 1], что верхняя сумма Дарбу Sτ , соответствующая
этому разбиению, меньше ε.

Перенумеруем все рациональные числа, находящиеся в указанном интерва-
ле: r1, r2, r3, . . . Пусть n — натуральное число, такое, что 1

n
<

ε

2
и, кроме того,

N — натуральное число, такое, что среди первых N членов последовательности
rk содержатся все рациональные числа со знаменателем, не превосходящим n,
(число таких дробей конечно).

Рассмотрим отрезки I1 = [α1; β1], I2 = [α2; β2], . . . , IN = [αN ; βN ], такие что
середина отрезка Ik совпадает с точкой rk, и βk−αk <

ε

2k+1
. (Отрезки Ik могут

пересекаться или даже содержаться один в другом.)
Объединим теперь множества чисел αk и βk, убрав повторяющиеся числа

(если они есть), и упорядочим их по возрастанию. Получим разбиение τ. Про-
межутки разбиения делятся на два типа: к первому относятся промежутки Δjk

,

содержащие числа rk, причем |Δjk
| ≤ ε

2k+1
, а ко второму — остальные. При этом

сумма длин остальных промежутков не превосходит 1, а функция на этих про-
межутках не превосходит 1

n
<

ε

2
. Таким образом, поскольку f(x) ≤ 1, то

0 ≤ Sτ <

N∑
k=1

ε

2k+1
+ ε

2
<

ε

2

∞∑
k=1

1

2k
+ ε

2
< ε. Утверждение доказано.

Интеграл в отрицательном направлении. Если b > a, то мы определяем∫ a

b

f(x)dx = −
∫ b

a

f(x)dx.

Теорема об аддитивности интеграла по промежутку. Если функция f(x)
интегрируема на промежутке [a; b] и α, β, γ ∈ [a; b], то∫ β

α

f(x)dx +
∫ γ

β

f(x)dx =
∫ γ

α

f(x)dx.

Линейность интеграла.
∫ b

a

(λf(x) + μg(x)) dx = λ

∫ b

a

f(x)dx + μ

∫ b

a

g(x)dx.

Теорема о непрерывности интеграла как функции от верхнего пре-

дела. Если функция f(x) интегрируема на [a; b] и Φ(x) =
∫ x

a

f(t)dt, то Φ(x)

непрерывна на [a; b].
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Использование основной формулы.

Пример 2. Найти площадь под графиком

функции y = x2

2
на промежутке [−3, 3].

Решение. S =
∫ 3

−3

x2

2
dx = x3

6

∣∣∣∣3
−3

= 9. �

�

x

y

•
−3 3

Пример 3. Найти площадь фигуры,
ограниченной прямой 2y − x = 3 и
параболой y = − (x + 3)(x− 7)

4
.

Решение. Строим графики и выясня-
ем, что кривые пересекаются в точках
A(−3, 0) и B(5, 4). Искомая площадь на-
ходится как разность площадей на ука-
занном участке или как интеграл от раз-
ности двух функций:

�

�

x

y

•A

B

−3 5

S =
∫ 5

−3

(
−x2 + 4x + 21

4
− x + 3

2

)
dx =

∫ 5

−3

(
−x2

4
+ x

2
+ 15

4

)
dx =

= −x3

12

�
�
�
�

5

−3

+
x2

4

�
�
�
�

5

−3

+
15x

4

�
�
�
�

5

−3

= 21
1

3
.

Пример 4. Вычислить площадь фигуры,

ограниченной параболой y = x2

2
− 2x + 2 и

касательными к ней, проведенными через
точки A (0; 2) и B(4, 2).

�

�

x

y

•

A B

C

0 4

Решение. Напомним, что уравнение ка-
сательной имеет вид y = y0 + k(x − x0),
где k = f ′(x0), а x0, y0 — координаты точ-
ки на графике функции, через которую
касательная проходит.

Поскольку f ′(x) = x − 2, то, подставляя заданные значения, получим зна-
чения угловых коэффициентов: k1 = −2 и k2 = 2. Соответствующие уравнения
касательных имеют вид: y = −2x + 2 и y = 2x − 6. Эти касательные пересека-
ются в точке (2;−2). Искомая площадь находится как сумма площадей на двух
участках: [0; 2] и [2; 4] :

S =

� 2

0

�
x2

2
− 2x + 2 + 2x− 2

�
dx +

� 4

2

�
x2

2
− 2x + 2− 2x + 6

�
dx =

� 2

0

x2

2
dx+

+

� 4

2

�
x2

2
− 4x + 8

�
dx =

x3

6

����
2

0

+
x3

6

����
4

2

− 2x2

����
4

2

+ 8x

����
4

2

=
32

3
− 24 + 16 = 2

2

3
.
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Формула интегрирования по частям. Если f(x) и g(x) — дифференциру-
емы, то ∫ b

a

f(x) dg(x) = f(x)g(x)
∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

g(x) df(x).

Пример 5.

∫ e

1

ln xdx = x ln x

∣∣∣∣e
1

−
∫ e

1

xd ln x = e−
∫ e

1

x
dx

x
= e− (e− 1) = 1.

Формула замены переменных. Если ϕ(x) непрерывно дифференцируема,
то ∫ b

a

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =
∫ b

a

f(ϕ(x)) dϕ(x) =
∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(ϕ)dϕ.

Пример 6.

∫ π

0

cos5 xdx =
∫ π

0

cos4 xd sin x =
∫ 0

0

(1 − ϕ2)2 dϕ = 0.

Интеграл по симметричному промежутку.

Если f(x) – четная функция, то
∫ a

−a

f(x)dx = 2
∫ a

0

f(x)dx.

Если f(x) – нечетная функция, то
∫ a

−a

f(x)dx = 0.

Лемма о разложении функции на симметричном промежутке. Вся-
кая функция f(x), определенная на симметричном промежутке [−a; a], един-
ственным образом представляется в виде суммы четной f+(x) и нечетной

f−(x) функций. При этом f+(x) = f(x) + f(−x)

2
, f−(x) =

f(x)− f(−x)

2
.

Пример 7. Найти интеграл I =
∫ 1

−1

(
4x3 + 3x2 + cosπx + 2 sinπx

)
dx.

Решение. В данном случае f+(x) = 3x2+cosπx, f−(x) = 4x3 +2 sinπx. Считая

интегралы отдельно, получим: I = 2
∫ 1

0

(3x2 + cosπx)dx = 2(x3 + sin πx

π
)
∣∣∣∣1
0

= 2.

Среднее значение. Отметим, что число k = 1

b− a

∫ b

a f(x) dx называется сред-
ним значением или интегральным средним функции f(x) на промежутке [a; b].

Если f(x) непрерывна на [a; b], то первообразная Φ(x) дифференцируема на
этом промежутке и к ней применима теорема Лагранжа (формула конечных
приращений):

∃c ∈ [a; b] такая, что
∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f(c) (теорема о среднем).
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Интегралы от периодических функций. Пусть f(x) – некоторая периоди-
ческая функция и 2T – ее период. Отметим, что если f(x) интегрируема на
[0; 2T ], то она интегрируема на любом отрезке длины 2T вещественной прямой
и, следовательно, на любом отрезке вещественной прямой. При этом, в частно-
сти, ∫ T

−T

f(x) dx =
∫ 2T

0

f(x) dx.

Теорема. Пусть f(x) — периодическая периода 2T и интегрируемая на про-
межутке [0; 2T ] функция. Пусть k — среднее значение f(x) на [0; 2T ]. Тогда
f(x) существует непрерывная 2T -периодическая функция b(x), такая что∫ x

0

f(t) dt = kx + b(x).

Доказательство. Рассмотрим функцию b(x) =
∫ x

0

f(t) dt−kx. Очевидно, что

b(0) = 0. Далее, b(x + 2T ) =
∫ x+2T

0

f(t) dt − k(x + 2T ) =
∫ x

0

f(t) dt − kx +∫ x+2T

x

f(t) dt− 2kT = b(x) + k · 2T − 2kT = b(x).

Ортогональные функции и коэффициенты Фурье. Две функции f(x) и
g(x) называются ортогональными на промежутке [a; b], если

∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0.

Говорят, что последовательность функций ϕn(x), n = 1, 2 . . . , образует ор-
тогональную систему функций на промежутке [a; b], если

∫ b

a ϕkϕmdx = 0 при
k �= m.

Упр. 2. Покажите, что последовательность функций 1, sin x, cosx, sin 2x,
cos 2x, . . . , sin nx, cosnx, . . . образует ортогональную систему на [−π; π].

Для каждой функции f(x) числа ak = 1

π

∫ π

−π

f(x) cos kxdx, k = 0, 1, 2, . . . и

bk = 1

π

∫ π

−π

f(x) sin kxdx, k = 1, 2, . . . (если они существуют) называются коэф-

фициентами Фурье относительно указанной тригонометрической системы.

Некоторые рекуррентные формулы. Некоторые интегралы, зависящие от
натурального числа n, находятся с помощью рекуррентных формул, то есть
сведением задачи к подсчету интеграла с меньшим показателем.

Пример 8. In =
∫

xne−xdx. Интегрируя по частям, получаем, что In =

−
∫

xn de−x = −xne−x + n

∫
xn−1 de−x. Таким образом, получаем рекуррент-

ную формулу: In = −xne−x + nIn−1. В частности, I1 = −e−x(x + 1) + C,
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I2 = −e−x(x2 + 2x + 2) + C, I3 = −e−x(x3 + 3x2 + 6x + 6) + C, и т. д.

Пример 9. In =
∫ π/2

0

cosn xdx (n > 1). Снова интегрируем по частям:

In =
∫ π/2

0

cosn−1 xd sin x = cosn−1 x sin x

∣∣∣∣π/2

0

−
∫ π/2

0

sin xd cosn−1 x =

= (n− 1)
∫ π/2

0

sin2 x cosn−2 xdx = (n− 1)
∫ π/2

0

(1 − cos2 x) cosn−2 xdx =

(n− 1)In−2 − (n− 1)In. Таким образом,

nIn = (n− 1)In−2 ⇔ In = n− 1

n
In−2.

Поскольку I0 = π

2
и I1 = 1, то получаем, в частности, что

I2 = 1

2
· π

2
, I3 = 2

3
, I4 = 3

4 · 2 ·
π

2
, I5 = 4 · 2

5 · 3 и т. д.

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 3.
◦ С помощью формулы Ньютона – Лейбница найдите интегралы:

a)
∫ 3

1

(
x− 1

x

)
dx, b)

∫ 1

−1

x3dx, c)
∫ π

−π

(1 + sinx)dx,

d)
∫ π

−π

cos 2xdx, e)
∫ 4

1

dx√
x
, f)

∫ 1

−1

dx

1 + x2
.

Упр. 4.
◦ С помощью замен переменных найдите определенные интегралы:

a)
∫ 3

1

1√
4x− 3

dx, b)
∫ 1

0

(4x− 3)3dx, c)
∫ π

−π

(1 + sinx)2 cosxdx,

d)
∫ π

−π

cos3 xdx, e)
∫ e

1

ln x

x
dx, f)

∫ 1

−1

arctg x

1 + x2
dx.

Упр. 5.
◦ С помощью интегрирования по частям найдите интегралы:

a)
∫ π

0

x sin xdx, b)
∫ 1

0

xexdx, c)
∫ π

−π

x sin xdx,

d)
∫ π

−π

cos3 xdx, e)
∫ e

1

x ln xdx, f)
∫ 1

−1

xarctg xdx.
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3. Несобственные интегралы
Интегралы по бесконечному промежутку
Рассмотрим функцию f(x), определенную на луче [a, +∞) и имеющую на этом
луче первообразную. Обозначим эту первообразную через F (x).

Несобственным интегралом I рода называют символ
∫ +∞

a

f(x) dx.

Если существует lim F (x) при x→ +∞, то, обозначая его через F (+∞), по-
лучим возможность придать этому символу реальное значение, распространив
формулу Ньютона — Лейбница на бесконечный промежуток. Таким образом,∫ +∞

a

f(x) dx = F (+∞)− F (a).

В этом случае говорят, что несобственный интеграл сходится.В противном случае
интеграл расходится.

Пример 1. Показать, что указанные интегралы сходятся и вычислить их
значения:

a)
∫ +∞

1

1− ln x

x2
dx, b)

∫ +∞

0

(1−x)e−xdx, c)
∫ +∞

π

x cos x− sin x

x2
dx.

Решение. a) Найдем первообразную: F (x) = lnx

x
→ 0 при x → +∞. Следова-

тельно, F (+∞) = 0. Таким образом,
∫ +∞

1

1− ln x

x2
dx = F (+∞)− F (1) = 0.

b) F (x) = xe−x → 0 при x → +∞. Следовательно, F (+∞) = 0. Таким

образом,
∫ +∞

0

(1− x)e−x dx = F (+∞)− F (0) = 0.

c) F (x) = sin x

x
. F (+∞) = 0. Таким образом,

∫ +∞

π

x cos x− sin x

x2
dx = 0.

Аналогично рассматривается интеграл по промежутку, бесконечному влево,
то есть при a = −∞. Интеграл по всей прямой считается сходящимся, если
существуют оба предела F (+∞) и F (−∞).

Напомним, что следующие функции называются гиперболическими: sh x =
ex − e−x

2
— гиперболический синус, chx = ex + e−x

2
— косинус, th x = sh x

chx
=

ex − e−x

ex + e−x
— тангенс, cth x = ch x

sh x
= ex + e−x

ex − e−x
— котангенс. При этом для гипер-

болических функций верны следующие равенства: (sh x)′ = chx, (ch x)′ = sh x,

(th x)′ = 1

ch2 x
, (cth x)′ = − 1

sh2 x
.

Пример 2. Выяснить, сходятся ли указанные интегралы, и если сходятся,
то вычислить их значения:
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Решение. a)
∫ 1

0

dx√
1− x

= −2
√

1− x

∣∣∣∣1
0

= 0− (−2) = 2.

b)
∫ 1

0

ln xdx = x ln x− x

∣∣∣∣1
0

= −1. c)
∫ 1

−1

cos xdx

2
√

sin x
=
√

sin x

∣∣∣∣π/2

0

= 1.

Теоремы о сходимости несобственных интегралов
Пусть a ≤ b ≤ x0 (точка x0 может быть и символом +∞). Если функция f(x)

непрерывна на [a; x0), то сходимость интеграла
∫ x0

a

f(x)dx эквивалентна сходи-

мости интеграла
∫ x0

b

f(x)dx, то есть первый интеграл сходится тогда и только

тогда, когда сходится второй интеграл. Иногда говорят, что интегралы сходятся
или расходятся одновременно. Для сокращения записи мы будем использовать

в этом случае значок ∼ . Например,
∫ +∞

0

ex dx ∼
∫ +∞

1

ex dx ∼
∫ +∞

100

ex dx.

Этим мы подчеркиваем, что вопрос о сходимости интеграла является ло-
кальным. Поэтому в случае, когда не ставится вопрос о вычислении интеграла,

а только о его сходимости, иногда пишут
∫ x0

f(x)dx или
∫ x0

∗
f(x)dx без указа-

ния второго предела или ставя звездочку, чтобы подчеркнуть, что в вопросе о
сходимости значение этого предела не является существенным. В соответствии
с этой локальностью в теоремах о сходимости интегралов нас интересуют свой-
ства подынтегральной функции лишь в окрестности особенности.

Напомним понятие окрестности.

• Окрестностью точки x0 ∈ R называется любой интервал (α, β), содержащий
точку x0, или любое множество, содержащее такой интервал.

• Окрестностью +∞ (допуская некоторую вольность речи мы будем говорить
об окрестности точки +∞) мы будем называть любой луч (α, +∞) или любое
множество, содержащее такой луч.

• Окрестностью−∞ (и здесь мы символ−∞ будем называть иногда точкой−∞)
является любой луч (−∞; α) или любое множество, содержащее такой луч.

• Окрестностью точки x0 в D (при этом сама точка x0 не обязательно принад-
лежит D) называется пересечение окрестности точки x0 c множеством D.

• Проколотой окрестностью точки x0 называется любая окрестность точки x0 без
самой точки.
Признак сравнения. Функции f(x) и g(x), определены на некоторой проколо-
той окрестности точки x0 (точка x0 может быть и одним из символов ±∞). Если
0 ≤ f(x) ≤ g(x) для всех x из этой окрестности, то из сходимости интеграла∫ x0

g(x)dx следует сходимость интеграла
∫ x0

f(x)dx.
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Ряды

1. Конечные суммы
Достаточно часто в математике приходится иметь дело с суммами, содер-

жащими большое количество слагаемых. При этом иногда затруднительно, а
иногда и невозможно указать явно все слагаемые исследуемой суммы, и поэто-
му обычно используются два способа записи сумм. В первом случае — в форме
записи с использованием многоточия — указывается несколько первых слагае-
мых суммы, определяющих закономерность, по которой могут быть вычислены
остальные слагаемые. После этого ставится многоточие и выписывается послед-
нее слагаемое. Например:

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 1 + 2 + 3 + . . . + 10;

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+

1

9
− 1

10
=

1

1
− 1

2
+

1

3
− . . .− 1

10
.

Если явно указана формула для каждого слагаемого в зависимости от его но-
мера, то говорят, что задан общий член суммы. При этом удобно использовать
компактную форму записи суммы с использованием знака суммирования

∑
. В

этом случае используется переменная, которой обозначается номер слагаемого.
Она называется индексом суммирования. Чаще всего для обозначения индек-
са суммирования используются буквы k, i, j, но могут употребляться и любые
другие. Снизу от знака суммирования указывается, с какого номера начинается
суммирование, а сверху — каким номером оно заканчивается. Например:

1 + 2 + 3 + . . . + 10 =
10�

k=1

k;
1

1
− 1

2
+

1

3
− . . .− 1

20
=

20�

k=1

(−1)k+1

k
.

Иногда число слагаемых не фиксировано и является переменной величиной.
Переменной величиной может быть и начало отсчета, и конец. Например:

1

2k
− 1

2(k + 1)
+

1

2(k + 2)
+ . . . +

(−1)n

2(k + n)
=

k+n�

j=k

(−1)j−k

2j
=

n�

i=0

(−1)i

2(k + i)
.

Упр. 1. Запишите с использованием многоточия и в компактной форме сле-
дующие суммы:

a) a1b7 + a2b6 + a3b5 + a4b4 + a5b3 + a6b2 + a7b1 + a8b0;
b) 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + 5x4 + 6x5 + 7x6;
c) c0 + c1z + c2z

2 + c3z
3 + c4z

4 + c5z
5.

Упр. 2. Запишите в компактной форме суммы:

a) 1 + 1

1
+ 1

1 · 2 + 1

1 · 2 · 3 + 1

1 · 2 · 3 · 4 + 1

1 · 2 · 3 · 4 · 5 ;

b) 1− x

1
+ x2

2
− . . . + (−1)nxn

n
;

c) 1 + z

1
+ z2

1 · 2 + z3

1 · 2 · 3 + . . . + zk

k!
.
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Выпишем несколько простых свойств операции суммирования. Отметим, что
здесь a, b, C — постоянные, то есть числа, не зависящие от индекса суммирова-
ния:

1◦.
n∑

j=1

C = nC, 2◦.
n∑

j=1

Cxj = C

n∑
j=1

xj ,

3◦.
n∑

j=1

(xj + yj) =
n∑

j=1

xj +
n∑

j=1

yj, 4◦.
n∑

j=1

(axj + byj) = a

n∑
j=1

xj + b

n∑
j=1

yj ,

5◦.
n∑

j=k

xj =
n∑

i=k

xi =
n−k∑
j=0

xj+k , 6◦.
n∑

j=1

xj =
n−1∑
j=0

xj+1 =
2n−1∑
j=n

xj−n+1,

7◦.
k∑

j=1

xj +
n∑

j=k+1

xj =
n∑

j=1

xj , 8◦.
n∑

j=0

xj yn−j =
n∑

j=0

xn−jyj .

Некоторые способы суммирования
Ниже мы рассмотрим несколько наиболее часто встречающихся способов сум-
мирования.

Арифметическая прогрессия. Если a1 = a, a2 = a + d, a3 = a + 2d, . . . ,

an = a + (n− 1)d, то a1 + a2 + a3 + . . . + an =
n∑

k=1

ak = a1 + an

2
n.

В частности, 1 + 2 + 3 + . . . + n =
n∑

k=1

k = n(n + 1)

2
,

1 + 3 + 5 + . . . + 2n− 1 =
n∑

k=1

(2k − 1) = 2
n∑

k=1

k −
n∑

k=1

1 = 2n(n + 1)

2
− n = n2.

Геометрическая прогрессия. Если b1 = b, b2 = b q, b3 = b q2, . . . , bn = b qn−1,
и q �= 1, то

b1 + b2 + b3 + . . . + bn =
n∑

k=1

bk = b
1− qn

1− q
.

В частности, если q �= 1, то 1 + q + q2 + . . . + qn−1 =
n−1∑
k=0

qk = 1− qn

1− q
,

1 + 1

2
+ 1

22
+ 1

23
+ . . . + 1

29
=

9∑
k=0

1

2k
= 210 − 1

29
= 1023

512
.

Разложение на простейшие. Воспользуемся равенством 1

x(x + 1)
= 1

x
−

1

x + 1
. Тогда 1

1 · 2 + 1

2 · 3 + 1

3 · 4 + 1

4 · 5 + . . . + 1

(n− 1) · n =

= 1

1
− 1

2
+ 1

2
− 1

3
+ 1

3
− 1

4
+ 1

4
− 1

5
+ . . . + 1

n− 1
− 1

n
= 1− 1

n
= n− 1

n
.
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2. Числовые ряды
Основные определения
Рядом называется сумма с бесконечным количеством слагаемых. Чтобы понять,
что это означает, нам потребуется предельный переход, а пока будем рассмат-
ривать ряд чисто символически, воспринимая запись ряда

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + a3 + . . .

формально. Формальными будут и действия с рядами, например:

сложение рядов
∞∑

k=1

ak +
∞∑

k=1

bk =
∞∑

k=1

(ak + bk);

вычитание рядов
∞∑

k=1

ak −
∞∑

k=1

bk =
∞∑

k=1

(ak − bk);

умножение на число c

∞∑
k=1

ak =
∞∑

k=1

cak.

Заметим, что в записи ряда суммирование может начинаться с любого на-
турального числа, например

∑∞
k=5 ak. Иногда удобно, чтобы оно начиналось с

нуля. Однако заканчиваться оно должно всегда символом∞. Ряд
∑∞

k=N+1 ak =∑∞
j=1 aN+j будем называть также остатком ряда A =

∑∞
k=1 ak и обозначать

через RN (A).

∞∑
k=1

ak = a1 + a2 + . . . + aN︸ ︷︷ ︸
частичная сумма SN

+ aN+1 + aN+2 + . . .︸ ︷︷ ︸
остаток ряда RN

.

Для произвольного ряда
∑∞

k=1 ak = a1 + a2 + a3 + . . . его общим членом
(ak) называется формула, определяющая каждое слагаемое в зависимости от
его номера. Конечная сумма Sn =

∑n
k=1 ak = a1 + a2 + . . . + an называет-

ся частичной суммой ряда. Если последовательность частичных сумм {Sn}∞n=1

сходится, то ряд называется сходящимся, а предел частичных сумм называется
суммой ряда. В противном случае ряд называют расходящимся. Для любого
номера N верно, что ряд A сходится тогда и только тогда, когда сходится его
остаток RN (A).

Пример 1. Найти частичные суммы и выяснить, сходится ли ряд F =
∞∑

k=1

fk,

где fk = 2k + 1

k2(k + 1)2
.

Решение. Представим общий член ряда в виде суммы более простых дробей:
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fk = 1

k2
− 1

(k + 1)2
. Тогда ряд примет вид

∞∑
k=1

(
1

k2
− 1

(k + 1)2

)
=
(

1

12
− 1

22

)
+
(

1

22
− 1

32

)
+
(

1

32
− 1

42

)
+ . . .

Выпишем теперь частичные суммы:

Sn = 1

12
− 1

22
+ 1

22
− 1

32
+ 1

32
− 1

42
+ . . . + 1

n2
− 1

(n + 1)2
= 1− 1

(n + 1)2
.

Таким образом, Sn → 1 при n→∞. Ряд сходится, и его сумма равна 1.

Упр. 1.
◦ Найдите частичные суммы и выясните, сходится ли ряд Bq =

∞∑
k=1

bk,

где bk = 1

kq
− 1

(k + 1)q
.

Упр. 2.
◦ Найдите частичные суммы и выясните, сходится ли ряд. Если да,

то найдите его сумму:

a)
∞∑

k=1

1 = 1 + 1 + 1 + 1 + . . . , b)
∞∑

k=1

(−1)k+1 = 1− 1 + 1− 1 + . . . ,

c)
∞∑

k=0

1

3k
= 1 + 1

3
+ 1

32
+ 1

33
+ . . . , d)

∞∑
k=1

1

k(k + 2)
= 1

1 · 3 + 1

2 · 4 + 1

3 · 5 + . . . .

В дальнейшем в основном нас будет интересовать вопрос о сходимости рядов.
Сделаем сначала три замечания.
Замечание 1. Изменение любого конечного числа первых членов ряда не ме-
няет сходимость ряда. В частности, суммирование в записи ряда можно начать с
любого номера. (Однако, разумеется, сумма ряда при этом может измениться).
Замечание 2. Если среди членов ряда встречаются нули, то их можно убрать,
изменив соответствующим образом нумерацию оставшихся членов ряда. Это не
изменит ни сходимость ряда, ни его сумму, хотя, формально говоря, ряд будет
другим.
Замечание 3. Формальные действия с рядами, описанные выше, сохраняют
сходимость, а именно: сумма и разность сходящихся рядов будут сходящимися
рядами. Умножение или деление на число, не равное нулю, сохраняет сходи-
мость.

Теоремы, утверждения, относящиеся к вопросу о сходимости рядов, называ-
ются критериями, или признаками, сходимости.
Необходимый признак сходимости ряда. Если ряд

∑∞
k=1 ak сходится, то

его общий член ak стремится к нулю.
Доказательство. Запишем равенство ak = Sk − Sk−1. Поскольку Sk → S и
Sk−1 → S при k →∞, то правая часть стремится к нулю при k →∞. Следова-
тельно, стремится к нулю и левая часть. Доказательство закончено.
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Покажем на примере, что выполнения условия ak → 0 при k →∞ не доста-
точно для сходимости ряда

∑∞
k=1 ak. Рассмотрим так называемый гармониче-

ский ряд:

H1 =
∞∑

k=1

1

k
= 1 + 1

2
+ 1

3
+ . . . + 1

k
+ . . .

Теорема о расходимости гармонического ряда. Ряд H1 расходится.
Доказательство. Проведем доказательство от противного. Предположим, что
ряд сходится, сумма его равна S и, следовательно, Sn → S при n →∞. Посколь-
ку также S2n → S, получаем, что S2n − Sn → 0 при n →∞. С другой стороны,

S2n − Sn = 1

n + 1
+ 1

n + 2
+ . . . + 1

2n
≥ 1

2n
+ 1

2n
+ . . . + 1

2n
= n · 1

2n
= 1

2
.

Получили противоречие, которое доказывает утверждение.

Ряды с неотрицательными членами
Ряд A =

∑∞
k=1 ak называется знакоположительным, или просто положительным,

если ak > 0 для любого k. Мы будем писать при этом, что A � 0 или 0 ≺ A.

Если ak ≥ 0 для любого k, то ряд называется знаконеотрицательным или
просто неотрицательным. При этом будем писать: A � 0 или 0 � A.

Частичные суммы неотрицательного ряда монотонно возрастают, и, следо-
вательно, такой ряд сходится тогда и только тогда, когда они ограничены.

Рассмотрим два ряда c неотрицательными членами A =
∑∞

k=1 ak и B =
∑∞

k=1 bk.
Говорят, что ряд A мажорируется рядом B или что ряд B мажорирует ряд A, ес-
ли начиная с некоторого номера выполняются неравенства ak ≤ bk. Если эти
неравенства выполняются для всех номеров k, то мы будем говорить, что ряд
B полностью мажорирует ряд A.

Говорят также, что ряд B является мажорантой ряда A, и пишут A � B.

Признак сравнения рядов (1-й признак сравнения). Пусть 0 � A � B.
Тогда если ряд B сходится, то сходится и ряд A. Если расходится ряд A, то
расходится и ряд B.
Доказательство. Оба утверждения немедленно следуют из того, что частич-
ные суммы ряда A не превосходят частичные суммы ряда B, а сходимость обо-
их рядов эквивалентна ограниченности их частичных сумм. Доказательство на
этом закончено.
Замечание. Поскольку сходимость ряда эквивалентна сходимости любого его
остатка, то утверждения, относящиеся к сходимости ряда, остаются верными и
в том случае, когда то или иное свойство выполняется не для всех членов ряда,
а начиная с некоторого номера. Например, положительность его членов. Или
неравенство ak ≤ bk. Для упрощения формулировок теорем мы не всегда будем
использовать эту более общую форму.

Пример 2. Ряд A =
∞∑

k=1

1

2k − 1
расходится, так как A �

∞∑
k=1

1

2k
= 1

2

∞∑
k=1

1

k
при
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k > 1. Таким образом, рассматриваемый ряд мажорирует гармонический ряд
и, следовательно, расходится.

Говорят, что ряды A и B эквивалентны, и пишут A ∼ B, если эквивалентны
их общие члены, то есть ak ∼ bk при k → ∞. Напомним, что ak ∼ bk, если
lim ak

bk
→ 1 при k →∞.

Теорема об эквивалентных рядах (2-й признак сравнения). Пусть A �
0, B � 0, A ∼ B. Тогда оба ряда сходятся или расходятся одновременно. Это
означает, что если ряд B сходится, то сходится и ряд A. Если сходится ряд
A, то сходится и ряд B.
Доказательство. Поскольку ak ∼ bk при k → ∞, то существует такой номер
N, что при k ≥ N выполнено неравенство ak ≤ 2bk. Следовательно, частичные
суммы остатка ряда A не превосходят удвоенных частичных сумм ряда B, и
если последние ограничены, то ограничены и частичные суммы первого ряда.
Поменяв местами ряды, получим и второе утверждение. Теорема доказана.

Пример 3. Ряд
∞∑

k=1

1

2k + 3
расходится, так как

∞∑
k=1

1

2k + 3
∼

∞∑
k=1

1

2k
= 1

2

∞∑
k=1

1

k
.

Пример 4. Ряд
∞∑

k=1

1

2
√

k + 3
расходится, так как

∞∑
k=1

1

2
√

k + 3
∼

∞∑
k=1

1

2
√

k
=

1

2

∞∑
k=1

1√
k

� 1

2

∞∑
k=1

1

k
.

Нам в дальнейшем для сравнения понадобится специальный ряд
∞∑

k=1

1

k(k + 1)
= 1

1 · 2 + 1

2 · 3 + 1

3 · 4 + · · · — ряд обратных произведений.

Теорема о сходимости ряда обратных произведений. Ряд обратных
произведений сходится.
Доказательство. Использовав разложение дроби на простейшие, описанное в
предыдущей главе, получим частичные суммы ряда обратных произведений:
Sn = 1 − 1

n + 1
. Таким образом, Sn → 1 при n → ∞ и, следовательно, ряд

сходится. Теорема доказана.
Перейдем к исследованию на сходимость следующего ряда.

H2 =
∞∑

k=1

1

k2
= 1

12
+ 1

22
+ 1

32
+ · · · — ряд обратных квадратов.

Теорема о сходимости ряда обратных квадратов. Ряд H2 сходится.
Доказательство. Воспользуемся теоремой об эквивалентных рядах. Заметим,

что
∞∑

k=1

1

k2
∼

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
. Выше мы установили, что ряд

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
сходится,

следовательно, сходится и ряд H2.
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Гармонический ряд и ряд обратных квадратов являются частными случа-
ями ряда, который играет важную роль как «модельный» при использовании
признаков сравнения:

Hγ =
∞∑

k=1

1

kγ
= 1

1γ
+ 1

2γ
+ 1

3γ
+ · · · — обобщенный гармонический ряд.

Теорема о сходимости обобщенного гармонического ряда. Ряд Hγ схо-
дится при γ > 1 и расходится при γ ≤ 1.
Доказательство. Пусть γ > 1. Положим q = γ − 1 и рассмотрим ряд Bq =∑∞

k=1 bk, где bk = 1

kq
− 1

(k + 1)q
. Он сходится, поскольку его частичные суммы

Sn, равные 1− 1

(n + 1)q
, стремятся к 1 при n →∞. С другой стороны,

bk = (k + 1)q − kq

kq(k + 1)q
= (1 + 1/k)q − 1

(k + 1)q
∼ q

k(k + 1)q
∼ q

1

k1+q
= q

1

kγ
.

Таким образом, ряд Hγ эквивалентен ряду 1

q
Bq и, следовательно, сходится.

Если γ ≤ 1, то ряд Hγ мажорирует гармонический ряд H1, что доказывает
его расходимость. Теорема доказана.

Упр. 3.
◦ Выясните, сходятся ли ряды:

a)
∞∑

k=1

k + 1

k2
, b)

∞∑
k=1

k2 + 1

k2
, c)

∞∑
k=1

ln k + 1

k2
,

d)
∞∑

k=1

√
k + 1

k2
, e)

∞∑
k=1

k + 1

k
√

k2 + 1
, f)∗

∞∑
k=1

ln k√
k2 + 1

.

Признак Даламбера в прямой форме. Пусть A =
∑∞

k=1 ak � 0, при-
чем существует число λ < 1 такое, что, начиная с некоторого номера N,
выполняется неравенство ak+1

ak
≤ λ. Тогда ряд A сходится. Если, начиная с

некоторого номера, выполняется неравенство ak+1

ak
≥ 1, то ряд расходится.

Доказательство. Поскольку сходимость ряда равносильна сходимости любо-
го его остатка, достаточно рассмотреть частичные суммы остатка RN (A) =∑∞

j=1 aN+j . Обозначим aN+1 = b, тогда aN+2 ≤ b λ, aN+3 ≤ b λ2, aN+4 ≤
b λ3, . . . Таким образом, ряд RN (A) мажорируется бесконечно убывающей гео-
метрической прогрессией b, bλ, bλ2, . . . , которая сходится. Следовательно, схо-
дится и сам ряд. Для доказательства второй части теоремы заметим, что если
ak+1

ak
≥ 1, то ak+1 ≥ ak и, следовательно, общий член ряда не стремится к

нулю. Таким образом, не выполняется необходимое условие сходимости и ряд
расходится. Теорема доказана.

Перед тем как сформулировать следующую теорему, сделаем одно техниче-
ское замечание или, скорее, напоминание.

185



Лемма о границах. Пусть a, b — некоторые числа, a < b. Предположим,
что последовательность xk сходится, limk→∞ xk = 
, причем a < 
 < b. Тогда
существует номер N такой, что если k > N, то a < xk < b.

Доказательство. Напомним, что в соответствии с определением предела по-
следовательности для любого ε > 0 существует N такой, что если k > N, то
|xk− 
| < ε. Возьмем в качестве ε минимум из двух расстояний: 
−a и b− 
. Ес-
ли утверждение теоремы нарушается и, например, xk ≥ b, то xk − 
 ≥ b− 
 ≥ ε.
Получаем противоречие, которое доказывает лемму.

Признак Даламбера в предельной форме. Пусть A =
∑∞

k=1 ak � 0,

причем существует предел ak+1

ak
при k → ∞, равный 
. Тогда, если 
 < 1, то

ряд сходится. Если 
 > 1, то ряд расходится.
Доказательство. Если 
 < 1, то возьмем в качестве b любое число, удовлетво-
ряющее неравенствам 
 < b < 1. В соответствии с леммой о границах, начиная
с некоторого номера, ak+1

ak
< b, то есть выполняются условия признака Да-

ламбера в прямой форме. Следовательно, ряд сходится. Если 
 > 1, то возьмем
a = 1. Опять воспользуемся леммой о границах и признаком Даламбера. Сле-
довательно, ряд расходится. Теорема доказана.

Пара аналогичных признаков имеют аналогичные доказательства и мы их
опустим.
Признак Коши в прямой форме. Пусть A =

∑∞
k=1 ak � 0, причем суще-

ствует число λ < 1 такое, что, начиная с некоторого номера N, выполняется
неравенство n

√
ak ≤ λ. Тогда ряд A сходится. Если, начиная с некоторого

номера, выполняется неравенство n
√

ak ≥ 1, то ряд расходится.
Признак Коши в предельной форме. Пусть A =

∑∞
k=1 ak � 0, причем

существует предел k
√

ak при k → ∞, равный 
. Тогда, если 
 < 1, то ряд
сходится. Если 
 > 1, то ряд расходится.

Упр. 4.
◦ Исследуйте на сходимость ряды:

a)
∞∑

k=1

k!

k2
, b)

∞∑
k=1

k2 − 1

k!
, c)

∞∑
k=1

2k

k!
,

d)
∞∑

k=1

√
k

2k
, e)

∞∑
k=1

2k

(k + 2)k
, f)

∞∑
k=1

(
1− 1

k

)k

.

Интегральный признак сходимости. Пусть ak, k = 1, 2, . . . , — положи-
тельная последовательность и f(x) — ее определяющая функция (то есть
функция, определенная и непрерывная на [1; +∞) и такая, что f(k) = ak при
всех натуральных k). Если f(x) убывает, то ряд A =

∑∞
k=1 ak сходится тогда

и только тогда, когда интеграл
∫ ∞

1

f(x)dx сходится.

Доказательство. В силу положительности членов ряда и подынтегральной
функции достаточно доказать «взаимную ограниченность» частичных сумм ря-
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да и первообразной F (x) =
∫ x

1

f(t)dt. Заметим, что в силу монотонности

a2 ≤
∫ 2

1

f(t)dt ≤ a1, a3 ≤
∫ 3

2

f(t)dt ≤ a2, . . . , an+1 ≤
∫ n+1

n

f(t)dt ≤ an.

Пусть x ∈ [n; n + 1). Тогда

Sn − a1 ≤
∫ n

1

f(t)dt ≤
∫ x

1

f(t)dt ≤
∫ n+1

1

f(t)dt ≤ Sn+1.

Таким образом, если первообразная ограниченна, то и частичные суммы ряда
ограничены и наоборот. Доказательство закончено.

Упр. 5.
◦ Исследуйте на сходимость ряды:

a)
∞∑

k=2

1

k ln k
, b)

∞∑
k=2

1

k ln2 k
, c)

∞∑
k=2

1

k
√

ln k
.

�Асимптотическое поведение частичных сумм

Замечание. Обозначим bn = an −
∫ n+1

n f(t)dt. Из неравенств, используемых
при доказательстве интегрального признака, следует, что

0 ≤ b1 ≤ a1−a2, 0 ≤ b2 ≤ a2−a3, . . . , 0 ≤ bn−1 ≤ an−1−an, 0 ≤ bn ≤ an−an+1.

Сложив написанные неравенства, получим неравенства

0 ≤ Sn −
∫ n+1

1

f(t)dt ≤ a1 − an+1.

Перенесем
∫ n+1

n f(t)dt в правую часть, заметив, что
∫ n+1

n f(t)dt− an+1 → 0 при
n →∞. Мы доказали следующее утверждение.
Теорема об асимптотическом поведении частичной суммы ряда. Пусть
f(x) — положительная, непрерывная и убывающая на [1; +∞) функция и ak =
f(k) при всех натуральных k, Sn =

∑n
k=1 ak — частичные суммы ряда

∑∞
k=1 ak.

Последовательность Sn −
∫ n

1 f(t)dt является сходящейся и

0 ≤ lim
n→∞

(
Sn −

∫ n

1

f(t)dt

)
≤ a1.

Другими словами, для каждой функции f(x), удовлетворяющей условиям
теоремы, существует постоянная C (зависящая от функции), такая что

0 ≤ C ≤ a1 и Sn =
∫ n

1

f(t)dt + C + o(1).

Здесь мы через o(1) обозначили величину, стремящуюся к нулю при n →∞.
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Пример 5. Пусть f(x) = 1

xs
, s > 0, s �= 1. Тогда существует постоянная

Cs, такая что

n∑
k=1

1

ks
= n1−s

1− s
− 1

1− s
+ Cs + o(1), 0 ≤ Cs ≤ 1.

Пример 6. Пусть f(x) = 1

x
. Тогда существует постоянная C, такая что

n∑
k=1

1

k
= lnn + C + o(1), 0 ≤ C ≤ 1.

Постоянная C в этом случае называется постоянной Эйлера – Маскерони и
обозначается либо буквой C, либо γ. Она приблизительно равна 0, 5772.

�Сходимость специального ряда
Наиболее простым и употребительным из достаточных условий сходимости ряда
является признак Даламбера. Однако он не работает, если ak+1

ak
→ 1. Может

помочь интегральный признак, но иногда и интеграл считается с трудом. Чтобы
обойти эту трудность, сформулируем еще один простой признак сравнения.
Теорема (3-й признак сравнения). Пусть A, B � 0 и выполняются нера-
венства ak+1

ak
≤ bk+1

bk
, k = 1, 2, . . . Тогда:

1) если последовательность bk убывает, то убывает и ak;
2) если bk → 0, то ak → 0;
3) если ряд B сходится, то сходится и ряд A. Если расходится ряд A, то

расходится и ряд B.
Доказательство. Согласно условию

a2 ≤ a1

b1
b2, a3 ≤ a2

b2
b3 ≤ a1

b1
b2

b3

b2
= a1

b1
b3, . . . , an ≤ a1

b1
bn.

Утверждения 1) и 2) очевидно следуют из написанных неравенств. Далее, ча-
стичные суммы ряда A не превосходят частичных сумм ряда B, умноженных на
a1

b1
, и если последние ограничены, то ограничены и частичные суммы первого

ряда. Теорема доказана.
В качестве примера рассмотрим ряд достаточно специального вида

Aμ =
∞∑

k=0

ak, a0 = 1, a1 = μ, a2 = μ(μ− 1)

2!
, . . . , ak = μ(μ− 1) · · · (μ− k + 1)

k!
,

где μ — некоторое число.

Теорема о сходимости ряда Aμ.

1) Ряд |Aμ| =
∑∞

k=0 |ak| сходится при μ ≥ 0.
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суммы положительна. Тот факт, что они ограничены, сразу становится понят-
ным, если записать ту же сумму в другом виде: S2n = a1− (a2−a3)− (a4−a5)−
. . .− (a2n−2 − a2n−1)− a2n. Таким образом, S2n < a1 и последовательность чет-
ных частичных сумм сходится, поскольку монотонна и ограниченна. Поскольку
S2n+1 = S2n + a2n+1 и a2n+1 → 0, то и последовательность «нечетных» сумм
сходится к тому же пределу. Теорема доказана.

Отметим, что ряды, для которых выполняются условия признака Лейбница,
называются рядами лейбницевского типа. Наиболее известный среди них:

∞∑
k=1

(−1)k+1

k
= 1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ . . . — знакочередующийся гармонический ряд.

Другой пример представляет ряд Aμ при −1 < μ < 0, который является зна-
кочередующимся и удовлетворяет условиям теоремы Лейбница. Но ряд |Aμ|, как
показано в предыдущем параграфе, расходится при −1 < μ < 0. Следовательно,
Aμ при этих значениях μ условно сходится.

Упр. 6.
◦ Исследуйте на абсолютную и условную сходимости ряды:

a)
∞∑

k=2

(−1)k

ln k
, b)

∞∑
k=1

(−1)k(
√

k + 1−
√

k), c)
∞∑

k=1

(−1)k

k + sin k
, d)

∞∑
k=1

sin k

k
√

k
.

Признак Лейбница сходимости несобственных интегралов
Пусть

1) f(x) — интегрируемая положительная убывающая функция, определен-
ная на некотором луче [a;∞),

2) p(x) — интегрируемая периодическая функция периода T c нулевым сред-

ним (то есть
∫ a+T

a

p(x)dx = 0).

Тогда интеграл
∫ ∞

a

p(x)f(x)dx сходится.

Пример 7. Интеграл
∫ ∞

1

sin x dx

x
сходится. Здесь p(x) = sin x, f(x) = 1

x
.

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 7.
◦ Напишите первые четыре члена ряда и исследуйте его на сходи-

мость:

a)
∞∑

k=1

3k

k!
, b)

∞∑
k=1

k!

4k
, c)

∞∑
k=1

k

2k
, d)

∞∑
k=1

2

k(k + 1)
, e)

∞∑
k=2

k

k2 − 1
.

Упр. 8.
◦ Напишите общий член ряда и исследуйте его на сходимость:

a) 1 +
1

3
+

1

9
+

1

27
+ . . . , b) 1 +

1

2
+

1

6
+

1

24
+ . . . , c)

1

2
+

2

4
+

3

8
+

4

16
+ . . .

d) 1 +

√
2

2
+

√
3

6
+

√
4

24
+ . . . , e)

3

1
+

5

22
+

7

32
+

9

42
+ . . . , f)

2

1
+

7

22
+

14

32
+

23

42
+ . . .
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Упр. 9.
◦ Исследуйте на сходимость:

a)
∞∑

k=2

2k − 1

k3 − 1
, b)

∞∑
k=1

1
�

k(k + 2)
, c)

∞∑
k=1

(
k

k + 1

)k

,

d)
∞∑

k=1

1

kk
, e)

∞∑
k=1

1

k + cos k
, f)∗

∞∑
k=1

1

k cos k
.

Упр. 10.
◦ Исследуйте на сходимость и найдите сумму, если она существует:

a)
∞∑

k=1

2

k(k + 2)
, b)

∞∑
k=1

1√
k + 2 +

√
k
, c)

∞∑
k=2

1

k2 − 1
, d)

∞∑
k=1

1√
2k

.

Упр. 11.
◦ Исследуйте на сходимость ряды:

a)
∞∑

k=1

1

k ln(k + 1)
, b)

∞∑
k=1

1√
k ln2(k + 1)

, c)
∞∑

k=1

1
�

k ln(k + 1)
.

Упр. 12.
◦ Исследуйте на сходимость и абсолютную сходимость ряды:

a)
∞∑

k=1

(−1)k

k2
, b)

∞∑
k=1

(−1)k

2k − 1
, c)

∞∑
k=1

(−1)k2k

k!
,

d)
∞∑

k=1

sin k

2k
, e)

∞∑
k=1

(−1)k

√
k

, f)
∞∑

k=1

(
1 + 1

k

)k

,

g)
∞∑

k=1

(
1− 1

k

)k2

, h)
∞∑

k=1

2k cos k

kk
, i)

∞∑
k=1

k − 1

k3
sin k.

О т в е т ы

Упр. 1. Sn = 1 − 1

(n + 1)q
, сх. при q ≥ 0. Упр. 2. a)Sn = n, расх.; b) S2n = 0,

S2n+1 = 1, расх.; c) Sn =
3

2

�
1− 1

3n

�
, сх.; d)Sn = 1 +

1

2
− 1

n + 1
− 1

n + 2
, сх. S =

3

2
.

Упр. 3. a) расх., b) расх., c) расх., d) сх., e) расх., f) сх. Упр. 4. a) расх., b)

сх., c) сх., d) сх., e) сх., f) расх. Упр. 6. a) сх., b) сх., c) сх., d) сх. Упр. 7. a)

3 +
9

2
+

9

2
+

27

8
+ . . . , сх.; b)

1

4
+

1

8
+

3

32
+

3

32
+ . . . , расх.; c)

1

2
+

1

2
+

3

8
+

1

4
+ . . . , сх.; d)

1 +
1

3
+

1

6
+

1

10
+ . . . , сх.; e)

2

3
+

3

8
+

4

15
+

5

24
+ . . . , расх. Упр. 8. a)

�∞
k=0

1

3k
сх.; b)

�∞
k=1

1

k!
сх.; c)

�∞
k=1

k

2k
сх.; d)

�∞
k=1

√
k

k!
сх. e)

�∞
k=1

2k + 1

k2
расх.; f)

�∞
k=1

k2 + 2k − 1

k2

расх. Упр. 9. a) сх., b) расх., c) расх., d) сх., e) расх., f) расх. Упр. 10. a) сх.,
S = 3/2; b) расх., c) сх., S = 3/4; d) сх., S =

√
2 + 1. Упр. 11. a) расх., b) расх., c)

расх. Упр. 12. a) абс. сх., b) усл. сх., c) абс. сх., d) абс. сх., e) усл. сх., f) расх. g)

абс. сх., h) абс. сх., i) абс. сх.
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Если функция f(x) определяется как сумма степенного ряда на области схо-
димости, то говорят, что f(x) представляется в виде ряда, или что f(x) раскла-
дывается в степенной ряд.
Теорема о непрерывности суммы степенного ряда (теорема Абеля).
Если функция f(x) представляется в виде ряда f(x) =

∑∞
k=0 ck(x − x0)k, ко-

торый сходится на множестве D (области сходимости ряда), то на этом
множестве она является непрерывной функцией.

Иногда эта теорема называется второй теоремой Абеля, а теорема об области
сходимости — первой теоремой Абеля.
Теорема о дифференцировании степенного ряда. На интервале схо-
димости степенной ряд можно почленно дифференцировать. Это означает,
что если функция f(x) представляется в виде ряда f(x) =

∑∞
k=0 ck(x − x0)k,

то она дифференцируема на интервале I и

f ′(x) =
∞∑

k=1

kck(x− x0)k−1.

При этом радиус сходимости нового ряда остается тем же самым.
Более того, если сам ряд и ряд из производных сходятся в концевой точке,

то функция дифференцируема и в этой точке и ее производная равна сумме
этого ряда.

Таким образом, на интервале сходимости сама функция дифференцируема
бесконечное число раз.
Теорема об интегрировании степенного ряда. На области сходимости
степенной ряд можно почленно интегрировать. При этом радиус сходимости
ряда не изменится. В частности,∫ x

x0

f(t)dt =
∞∑

k=0

ck

k + 1
(x− x0)k+1.

Подчеркнем, что x может быть и концевой точкой, если эта точка входит
в область сходимости.

Ряд Тейлора
Подставляя в первую из указанных формул значение x = x0, получим равенство
f ′(x0) = c1. Продифференцировав еще раз, получим f ′′(x) =

∑∞
k=2 k(k−1)ck(x−

x0)k−2 ⇒ f ′′(x0) = 1 · 2 · c2.
Это действие можно продолжать до бесконечности. Таким образом, все ко-

эффициенты степенного ряда выражаются через производные функции, кото-
рую этот ряд представляет, по формулам:

ck = f (k)(x0)

k!
=⇒ f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Последний ряд называется рядом Тейлора функции f(x). Если x0 = 0, то ряд
Тейлора иногда называют рядом Маклорена (если хотят подчеркнуть, что функ-
ция раскладывается в ряд по степеням x).
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Поставим теперь «обратный» вопрос: Если задана функция, которую можно
продифференцировать в точке x0 бесконечное число раз, то сходится ли ряд,
коэффициенты которого выражаются указанной формулой, а если сходится, то
на каком интервале. И если сходится на некотором интервале, то совпадает ли
функция, которую он представляет, с априори заданной функцией. Следующий
пример показывает, что ответ на заданный вопрос не вполне очевиден.

Пример 2. f(x) = e
− 1

x2 при x �= 0, f(0) = 0. Найдем производную в точке
x0 = 0 :

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− 0

x
= lim

x→0

1

x
e
− 1

x2 = lim
t→∞ te−t = 0.

Предполагая доказанным, что f (k)(0) = 0, мы для нахождения f (k+1)(0) ищем

предел limx→0
f (k)(x)− 0

x
. После замены t = 1/x он приводится к пределу ви-

да limt→∞ P (t)e−t, где P (t) — некоторый многочлен. Тот факт, что последний
предел равен нулю, доказывается, например, использованием достаточное чис-
ло раз правила Лопиталя.
Таким образом, формальный ряд Тейлора состоит из одних нулей и, разу-

меется, сходится. Однако не к той функции.

Функция f(x) называется аналитической в точке x0, если существует
окрестность этой точки, в которой функция представима своим рядом Тей-
лора, то есть степенным рядом, который сходится на этой окрестности.

Функция f(x) называется аналитической на интервале, если она является
аналитической в каждой точке этого интервала.

Пример 3. Рассмотрим функцию E(x), которая задается рядом
∞∑

k=0

xk

k!
.

Несложно проверить, что R = ∞. Продифференцировав ряд, получим урав-
нение E′(x) = E(x), откуда следует, что (ln |E(x)|)′ = 1 ⇒ ln |E(x)| = x +
C ⇒ E(x) = ex ·K, где K — некоторая постоянная. Поскольку E(0) = 1, то
K = 1 ⇒ E(x) = ex. Таким образом, мы имеем важный пример функции,
аналитической на все прямой:

ex = 1 + x + x2

2!
+ x3

3!
+ x4

4!
+ . . . =

∞∑
k=0

xk

k!
, R = ∞.

Пример 4. Заменим в предыдущем разложении x на ix, где x — вещественное

число: eix = 1 + ix − x2

2!
− i

x3

3!
+ x4

4!
+ . . . . Поскольку eix = cosx + i sinx, то,

разделяя вещественную и мнимую части, получим:

cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
+ . . . =

∞∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
, R = ∞;
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�

�

x

y

f(x) = sinx

P3(x) = x− x3

3!

• �

�

x

y

h(x) = ln(1 + x)

H2(x) = x− x2

2

•

�

�

x

y

P5(x) = x− x3

3!
+

x5

5!

• �

�

x

y

H3(x) = x− x2

2
+

x3

3

•

�

�

x

y

P7(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!

• �

�

x

y

H5(x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+

x5

5

•
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�

�

x

y

f(x) =
1

1− x

P2(x) = 1 + x + x2

• �

�

x

y

g(x) = ex

Q2(x) = 1 + x + x2

2!

•

�

�

x

y

P4(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4

• �

�

x

y

Q3(x) = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!

•

�

�

x

y

P6(x) = 1 + x + x2 + . . . + x6

• �

�

x

y

Q5(x) = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!

•
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Пример 9. Заменив в формуле для бесконечно убывающей геометрической про-
грессии x на −x2, получим разложение

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + x8 − . . . =

∞∑
k=0

(−1)kx2k, −1 < x < 1, R = 1.

Проинтегрировав его, получим разложение арктангенса:

arctg x = x− x3

3
+ x5

5
− x7

7
+ . . . =

∞∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
, −1 ≤ x ≤ 1, R = 1.

Положим x = 1. Тогда получим

π

4
= 1− 1

3
+ 1

5
− 1

7
+ . . . .

По-видимому, это было первое (исторически) представление числа π в виде
ряда. Оно было получено Г. Лейбницем и называется рядом Лейбница.

�Биномиальный ряд
Рассмотрим некоторый ряд

∑∞
k=0 ckxk, который предположим сходящимся в

некоторой окрестности точки x0 = 0, причем c0 = 1, и пусть y(x) — функция,
которую он представляет на этой окрестности (y(0) = 1). Тогда

(1 + x)y(x) =
∞∑

k=0

ckxk +
∞∑

k=1

ck−1x
k = c0 +

∞∑
k=1

(ck + ck−1)xk.

Продифференцируем по x полученное равенство:

y(x) + (1 + x)y′(x) =
∞∑

k=1

k(ck + ck−1)xk−1 =
∞∑

k=0

(k + 1)(ck+1 + ck)xk.

Последнее равенство означает лишь замену индекса суммирования k на k + 1.
Отсюда следует, что

(1 + x)y′(x) =
∞∑

k=0

(k + 1)(ck+1 + ck)xk −
∞∑

k=0

ckxk =
∞∑

k=0

((k + 1)ck+1 + kck)xk.

Пусть μ — некоторое число. Если функция y(x) удовлетворяет уравнению
(1 + x)y′(x) = μy(x), то для любого k = 0, 1, 2 . . . выполняется равенство

(k + 1)ck+1 + kck = μck ⇒ (k + 1)ck+1 + kck = μck ⇒ ck+1 = μ− k

k + 1
ck.

Таким образом, поскольку по предположению c0 = 1, то

c1 = μ, c2 = μ− 1

2
c1 = μ(μ− 1)

2
, c3 = μ− 2

3
c2 = μ(μ− 1)(μ− 2)

3!
, . . .
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Заметим, что если μ — целое неотрицательное число, то начиная с некоторого
номера все коэффициенты раны нулю (ряд превращается в многочлен и сходит-
ся при всех x). Предположим, что μ – отрицательное или дробное.

Функция y(x) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1 + x)y′(x) =
μy(x). Поскольку она непрерывна и y(0) = 1, то в некоторой окрестности точки
x0 = 0 не равна нулю и, следовательно,∫ x

0

y′(t)
y(t)

dt = μ

∫ x

0

dt

1 + t
⇒

∫ y(x)

1

dy

y
= μ ln |1+x| ⇒ ln |y(x)| = μ ln |1+x|+C ⇒

⇒ y(x) = C1(1 + x)μ, где C1 – некоторая постоянная. Поскольку y(0) = 1, то
C = 1 ⇒ y(x) = (1 + x)μ. Таким образом, получаем биномиальное разложение

(1 + x)μ =
∞∑

k=0

ckxk, c0 = 1, c1 = μ, . . . , ck = μ(μ− 1) · · · (μ− k + 1)

k!
, . . .

Поскольку
∣∣∣∣ ck

ck+1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣μ(μ− 1) · · · (μ− k + 1)(k + 1)!

μ(μ− 1) · · · (μ− k)k!

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ k + 1

μ− k

∣∣∣∣→ 1, то R = 1.

Область сходимости имеет следующий вид:
eсли μ – целое неотрицательное, то −∞ < x < +∞;
если μ ≤ −1, то −1 < x < 1;
если −1 < μ < 0, то −1 < x ≤ 1;
если μ > 0 (не целое), то −1 ≤ x ≤ 1.

Многочлен Тейлора и остаточный член в форме Лагранжа
В предыдущем разделе мы рассматривали степенной ряд, определяли функ-
цию, которая представима этим рядом, и изучали ее свойства. Теперь начнем
танцевать от печки, то есть от функции. Для функции f(x), которая n раз
дифференцируема в точке x0, определим многочлен

Pn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k =

= f(x0)+f ′(x0) (x−x0)+
f ′′(x0)

2
(x−x0)2+

f ′′′(x0)
6

(x−x0)3+. . .+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)n.

Наша задача состоит в том, чтобы выяснить, насколько хорошо этот многочлен
аппроксимирует нашу функцию. Прежде всего заметим, что если функция сама
является многочленом степени не больше n, то Pn(x) с ней совпадает.

Пример 10. Разложить f(x) = 5 + 4x− 2x3 + x4 − x5 по степеням (x− 1).

Решение. Здесь x0 = 1, f(x0) = 7;
f ′(x) = 4− 6x2 + 4x3 − 5x4, f ′(x0) = −3;
f ′′(x) = −12x + 12x2 − 20x3, f ′′(x0) = −20;
f ′′′(x) = −12 + 24x− 60x2, f ′′′(x0) = −48;
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Упр. 2.
◦ Найдите радиус и область сходимости степенных рядов:

a)
∞∑

k=0

2kxk, b)
∞∑

k=1

2kxk

k
, c)

∞∑
k=0

xk

k!
,

d)
∞∑

k=1

xk

k2 + 1
, e)

∞∑
k=1

(−1)k+1xk

2k − 1
, f)

∞∑
k=1

(−1)k+13kxk

k2
.

Упр. 3.
◦ Разложите в степенной ряд функции и напишите первые пять чле-

нов этого ряда:
a) x2 cosx, b) ln(2− x), c) shx,

d) 1

1 + x2
, e) ch x, f) sin x

x
.

Упр. 4.
◦ Напишите первые три–четыре члена разложения функции в ряд по

степеням x :

a) ex cosx, b) x ln(1+2x), c) 1 + x2

1− x2
,

d) ex

1 + x
, e) 2 shx ch x, f) sin2 x.

О т в е т ы

Упр. 1. a) R = 1, D = [−1; 1]; b) R = ∞; c) R = ∞; d) R =
√

2, D = (−√2;
√

2); e)
R = 1, D = [−1; 1); f) R = 1, D = (−1; 1); g) R = e, D = (−e; e); h) R = ∞; i) R = 1,
D = [−1; 1). Упр. 2. a) R = 1/2, D = (−1/2; 1/2); b) R = 1/2, D = [−1/2; 1/2); c)
R = ∞; d) R = 1, D = [−1; 1]; e) R = 1, D = (−1; 1]; f) R = 1/3, D = [−1/3; 1/3].

Упр. 3. a) x2− x4

2!
+

x6

4!
− x8

6!
+

x10

8!
− . . . , x ∈ R; b) ln 2− x

2
− x2

2 · 22
− x3

3 · 23
− x4

4 · 24
− . . . ,

−2 ≤ x < 2; c) x +
x3

3!
+

x5

5!
+

x7

7!
+

x9

9!
+ . . . , x ∈ R; d) 1− x2 + x4−x6 + x8− . . . |x| < 1;

e) 1+
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+

x8

8!
+ . . . , x ∈ R; f) 1− x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+

x8

9!
− . . . , x ∈ R. Упр. 4.

a) 1 + x − x3

3
− x4

6
+ . . . ; b) 1 − 2x + 2x2 − 8x3

3
+ . . . ; c) 1 + 2x2 + 2x4 + 2x6 + . . . ; d)

1 +
x2

2
− x3

3
+ . . . ; e) 2x +

x3

3
+

x5

60
+ . . . ; f) x2 − x4

3
+

2x6

45
− . . .

202







Основные свойства в терминах коэффициентов симметричного уравнения
выглядят следующим образом.

• Две прямые f1 : A1x + B1y = C1 и f2 : A2x + B2y = C2 :
a) совпадают тогда и только тогда, когда наборы коэффициентов (A1, B1, C1)

и (A2, B2, C2) пропорциональны, то есть существует k такое, что A1 = kA2,
B1 = kB2, C1 = kC2;

b) параллельны тогда и только тогда, когда наборы первых коэффициентов
(A1, B1) и (A2, B2) пропорциональны, то есть существует k такое, что A1 = kA2,
B1 = kB2, и при этом C1 �= kC2;

c) находятся «в общем положении», то есть имеют единственную точку пе-
ресечения, тогда и только тогда, когда

A1

A2
�= B1

B2
(либо одна из дробей определена, а другая – нет).

Последнее условие удобно записать в виде: Δ �= 0, где

Δ = det
∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ = A1B2 −A2B1.

Если Δ �= 0, то гpафики пеpесекаются в точке с кооpдинатами

x0 = Δx

Δ
, y0 = Δy

Δ
, где

Δx =
∣∣∣∣ C1 B1

C2 B2

∣∣∣∣ = C1B2 − C2B1, Δy =
∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ = A1C2 −A2C1.

• Две прямые f1 : A1x + B1y = C1 и f2 : A2x + B2y = C2 пеpпендикуляpны
тогда и только тогда, когда

A1A2 + B1B2 = 0.

• Если Δ �= 0, то угол между пpямыми f1 и f2, отсчитываемый от f1 в поло-
жительном напpавлении, pавен

arctg
B1A2 −B2A1

A1A2 + B1B2
.

• Если пpямая пpоходит чеpез точку с кооpдинатами (x0; y0), то ее уpавнение
имеет вид

A(x − x0) + B(y − y0) = 0.

• Если пpямая пpоходит чеpез точки с кооpдинатами (x0; y0) и (x1; y1), то ее
уpавнение имеет вид

y − y0

y1 − y0
= x− x0

x1 − x0
.
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Деление отрезка в данном отношении. Если точка L делит отрезок
MN в отношении m : n, то ее координаты находятся по формулам

xL =
nxM + mxN

m + n
, yL =

nyM + myN

m + n
.

В нашем случае xL = bxB + cxC

b + c
= 39 · (−7) + 10 · 21

39 + 10
= −63

49
= −9

7
;

yL = byB + cyC

b + c
= 39 · 11 + 10 · (−10)

49
= 329

49
= 47

7
= 65

7
.

Воспользуемся уравнением прямой, проходящей через две точки:

x− xA

xL − xA
= y − yA

yL − yA
⇔ x + 15

−9

7
+ 15

= y − 5
47

7
− 5

⇔ x + 15

96
= y − 5

12
⇔ x− 8y + 55 = 0.

Ответ: L

�
−9

7
, 6

5

7

�
; AL : x− 8y + 55 = 0.

Решение. 2-й способ. Запишем уравнения сторон: AB : y = k1(x+15)+5, где
k1 = 3/4; AC : y = k2(x+ 15)+ 5, где k2 = −5/12. Уравнение прямой AL имеет
вид y = k(x + 15) + 5. Для нахождения k запишем условие равенства углов:

k − k1

1 + k1k
= k2 − k

1 + kk2
⇔ k − 3/4

1 + 3k/4
= − 5/12 + k

1− 5k/12
⇔ 4k − 3

4 + 3k
= −5 + 12k

12− 5k
⇔

8k2 + 63k − 8 = 0 ⇒ k = 1/8 или k = −8.

Два разных значения углового коэффициента соответствуют двум парам углов,
образованных прямыми.
Замечание. Отметим, что две точки P (x1; y1) и Q(x2; y2) находятся по одну
сторону от прямой Ax + By + C = 0, если величины V1 = Ax1 + By1 + C и
V2 = Ax2 + By2 + C имеют одинаковый знак. При этом если |V2| > |V1|, то
точка Q расположена дальше от прямой, чем P.

Отберем нужный вариант, учитывая, что точки B и C должны лежать по
разные стороны от биссектрисы. Он соответствует k = 1/8. Таким образом,
AL : y = x + 15

8
+ 5 или x− 8y + 55 = 0.

Пример 5. Найти длину h высоты CH и написать уравнение прямой CH,
если заданы вершины треугольника: A(10; 19), B(1; 7) и C(17;−5).

Решение. Запишем уравнение прямой AB :

x− xA

xB − xA
=

y − yA

yB − yA
⇔ x− 10

1− 10
=

y − 19
7− 19

⇔ x− 10
−9

=
y − 19
−12

⇔

⇔ x− 10
3

=
y − 19

4
⇔ 4x− 40 = 3y − 57⇔ 4x− 3y + 17 = 0.
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Уравнение прямой, проходящей через C и перпендикулярной AB, имеет вид

3(x− xC) + 4(y − yC) = 0 ⇔ 3x + 4y − 31 = 0.

Решая систему 4x−3y+17 = 0, 3x+4y−31 = 0, получаем, что xH = 1, yH =
7. Осталось найти расстояние между точками C и H :

h = |CH | =
√

162 + 122 = 20.

Ответ: h = 20; CH : 3x + 4y − 31 = 0.

Пример 6. Заданы координаты вершин �ABC : A(1;−8), B(−8; 4), C(8; 16).
Написать уравнение медианы AM.

Решение. Найдем координаты точки M : xM = −8 + 8

2
= 0, yM = 4 + 16

2
= 10.

Далее пишем уравнение прямой, проходящей через две точки: A и M. AM :
y = 10 + 8

0− 1
(x− 1)− 8 ⇔ y = −18x + 10. Это и есть ответ.

Косое произведение векторов

Пусть A =
(

p q
u v

)
– произвольная квадратная матрица размером 2× 2, то

есть таблица чисел, состоящая из двух строчек и двух столбцов. Определителем

матрицы A называется число detA =
∣∣∣∣ p q

u v

∣∣∣∣ = p · v − q · u.

Пример 7. det
(

1 2
3 4

)
=
∣∣∣∣ 1 2

3 4

∣∣∣∣ = 4− 6 = −2;
∣∣∣∣ cosϕ − sinϕ

sin ϕ cosϕ

∣∣∣∣ = 1;

∣∣∣∣ 0 2
0 4

∣∣∣∣ = 0;
∣∣∣∣ 1 1

3 3

∣∣∣∣ = 0;
∣∣∣∣ 2 0

0 3

∣∣∣∣ = 6;
∣∣∣∣ cosϕ sin ϕ

sin ϕ cosϕ

∣∣∣∣ = cos 2ϕ.

Используя понятие определителя, удобно записывать некоторые условия, от-
носящиеся к поведению прямых на плоскости. Например: две прямые , задавае-
мые уравнениями A1x+B1y +C1 = 0 и A2x+B2y +C2 = 0, находятся «в общем
положении», то есть имеют единственную точку пересечения, тогда и только
тогда, когда

Δ �= 0, где Δ = det
(

A1 B1

A2 B2

)
= A1B2 −A2B1.

Рассмотрим два вектора: a = (ax, ay) и b = (bx, by). Число

a ∨ b = det
(

ax ay

bx by

)
= det

(
ax bx

ay by

)
= ax · by − ay · bx

называется косым произведением векторов a и b.
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Теорема. Косое произведение векторов a и b равно площади параллелограм-
ма, построенного на этих векторах, взятой со знаком «+», если синус угла,
отсчитываемого от a к b против часовой стрелки положителен, и со знаком
«−», если синус отрицателен.
Доказательство. Пусть α и β – углы, кото-
рые составляют векторы a и b с положительным
направлением оси абсцисс. Тогда ax = |a| cosα,
ay = |a| sinα, bx = |b| cosβ, bx = |b| cosβ. Счи-
тая определитель, получаем:

a∨b = |a| · |b| ·
∣∣∣∣ cosα sin α

cosβ sin β

∣∣∣∣ = |a| · |b| ·sin(β−α).

Это и есть площадь параллелограмма (с соот-
ветствующим знаком).

�

�

x

y

•

β − α

•

•
•

•�

�

a

b

Для нахождения площади треугольника, координаты вершин которого зада-
ны, удобно использовать следующий алгоритм. Сначала мы фиксируем одну из
вершин треугольника (пусть это будет, к примеру, A) и обозначаем остальные в
порядке обхода в положительном направлении через B и C. Затем вычисляем
координаты векторов AB (xAB ; yAB) и AC (xAC ; yAC). Площадь треугольника
находится по формуле

SABC = 1

2

∣∣∣∣∣ xAB xAC

yAB yAC

∣∣∣∣∣ .
Упр. 6.

◦ Найдите площади двух треугольников по формуле и непосредственно
из рисунка, предполагая, что площадь маленького квадратика равна 1.

�

�

x

y

•

•

•

•

A(−2;−3)

C(−3; 3)

B(3; 1)

�

�

x

y

•

•

•

•

A(−3;−3)

C(−3; 3)

B(3;−1)

Для четырехугольника мы имеем аналогичную формулу (при предположении,
что ABCD — положительный обход):

SABCD = 1

2

(∣∣∣∣∣ xAB xAC

yAB yAC

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ xAC xAD

yAC yAD

∣∣∣∣∣
)

,

где xAB , yAB — координаты вектора AB.

209



Упр. 7.
◦ Найдите площади двух четырехугольников, изображенных на рисун-

ках.

�

�

x

y

•

•

• •

•
A(−3;−3)

D(−2; 3) C(3; 3)

B(2;−3)

�

�

x

y

•

A(−4;−4)

D(−1; 4)

C(1; 2)
B(4; 3)

•

•

•
•

Другие виды уравнений прямой
Заметим, что для каждой прямой общее уравнение, которое задает эту прямую,
пишется с точностью до постоянного множителя, поэтому его можно нормиро-
вать различными способами. Например, перенеся в правую часть величину C,
все коэффициенты уравнения можно разделить на

√
A2 + B2. Если при этом

правая часть отрицательна, то принято менять знаки коэффициентов. Полу-
чим нормальное уравнение:

λx + μy = p, λ = (±) A√
A2 + B2

, μ = (±) B√
A2 + B2

.

Поскольку λ2 +μ2 = 1, можно считать, что λ = cosϕ, μ = sin ϕ, где ϕ — некото-
рый угол. При p �= 0 этот угол определяется следующим образом. Пусть OP —
вектор, соединяющий начало координат с ближайшей к ней точкой P на пря-
мой (таком образом, отрезок OP перпендикулярен прямой). Тогда ϕ — угол,
который отсчитывается от положительного направления прямой Ox к вектору
OP против часовой стрелки.

Число p равно расстоянию от начала координат до прямой. Расстояние от
точки с координатами (x0, y0) до прямой вычисляется по формуле

d = |λx0 + μy0 − p|.
Отметим еще раз, что если в общем уравнении прямой C = 0 или в нор-

мальном уравнении p = 0, то прямая проходит через начало координат. Если
же C �= 0, то общее уравнение прямой можно нормировать, поделив все коэф-
фициенты на C. Получим уравнение в отрезках

x

a
+ y

b
= 1, a, b �= 0.

Числа a и b указывают, какие отрезки отсекает прямая на осях координат (с
учетом знаков).
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Заметим, что если три точки A(x0; y0), B(x1; y1) и C(x2; y2) лежат на неко-
торой прямой, то уpавнение этой прямой можно записать в виде

x− x0

x2 − x1
= y − y0

y2 − y1
.

Вектор BC = (x2−x1, y2−y1) называют направляющим вектором. Разумеет-
ся, направляющий вектор выбирается неоднозначно. В качестве направляющего
можно выбрать любой вектор, лежащий на прямой, или параллельный прямой.
Обозначим координаты одного из них через (m, n). Уравнение

x− x0

m
= y − y0

n

называется каноническим уравнением прямой. Если обозначить каждое из от-
ношений в левой и правой частях через t, то получим параметрическую запись
прямой:

x = x0 + mt, y = y0 + nt, t ∈ R.

Пример 8. Записать все варианты уравнений
прямой, изображенной на рисунке. Найти рас-
стояние от точки M до этой прямой.

Решение. Запишем сначала уравнение прямой,
проходящей через две точки A(−2; 2) и B(4;−1):

x + 2

6
= y − 2

−3
⇔ x + 2

2
= y − 2

−1
.

Это уравнение является каноническим с направ-
ляющим вектором (2,−1).

�

�

x

y

•

•

•

A

B

M •

Этот же вектор и координаты точки A(x0 = −2, y0 = 2) используем, что-
бы параметризовать прямую, то есть записать координаты произвольной точки
прямой с помощью параметра t (t ∈ R): x = −2 + 2t, y = 2− t.

Легко привести уравнение к общему виду: 2(2− y) = x + 2 ⇔ x + 2y− 2 = 0.

Уравнение в отрезках: x

2
+ y

1
= 1.

В нормальной форме это уравнение выглядит так: 1√
5

x + 2√
5

y = 2√
5
.

Расстояние от точки M(3, 4) до прямой: 1√
5

3 + 2√
5

4− 2√
5

= 9√
5
.

Пример 9. Заданы координаты вершин �ABC : A(1;−8), B(−8; 4), C(8; 16).
Написать уравнение биссектрисы AL.

Решение. Запишем в параметрической форме уравнения сторон (прямых, на
которых лежат стороны):

AB : x = xA + (xB − xA)t, y = yA + (yB − yA)t ⇒ x = 1− 9t, y = −8 + 12t.
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Иногда нас интересует обратная задача: указать значение x∗ аргумента, при ко-
тором предполагаемая функция принимает заданное значение y∗, находящееся
в интервале между y(a) и y(b). Для этого решим уравнение

y∗ = y(a) + k · (x∗ − a)⇔ x∗ − a = y∗ − y(a)

k
⇒

⇒ x∗ = a + y∗ − y(a)

y(b)− y(a)
· (b− a).

В частном случае, если y(a) < 0 < y(b) и y∗ = 0, получаем уравнение

x∗ = a− y(a) b− a

y(b)− y(a)
.

Пример 10. С помощью линейной интерполяции найти приближенно значе-
ние log2 20.

Решение. Мы имеем «опорный» набор значений: (1, log2 1), (2, log2 2), (4, log2 4),
(8, log2 8), (16, log2 16), (32, log2 32), . . . Воспользуемся формулой линейной ин-
терполяции, считая, что a = 16, b = 32, y(a) = log2 16 = 4, y(b) = log2 32 = 5.
Тогда

x = 20 и k = 5− 4

32− 16
= 1

16
⇒ y = 4 + 1

16
· (20− 16) = 4 + 0, 25 = 4, 25.

Таким образом, log2 20 ≈ 4, 25. «Настоящее» значение log2 20 = 4, 322 . . .

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 8.
◦ Определите, являются ли прямые параллельными, совпадающими,

пересекающимися? Если прямые имеют единственную общую точку, то най-
дите ее координаты:

a)
{

2x + 3y + 6 = 0,
3x + 2y + 4 = 0; b)

{
2x− 5y + 1 = 0,
5x− y − 9 = 0; c)

{
x + 11 = 0,
y − 4 = 0;

d)
{

2x + 3y + 6 = 0,
4x + 6y + 4 = 0; e)

{
2x− 10y + 8 = 0,
3x− 15y + 12 = 0; f)

{
2x + 3y + 1 = 0,
2x− 2y − 4 = 0.

Упр. 9.
◦ Укажите линейную функцию, график

которой проходит через точки A и B, указан-
ные на рисунке справа. Напишите общее уравне-
ние прямой AB. Найдите расстояние от точки
M до этой прямой.

Упр. 10.
◦ Найдите значения параметра a, при

каждом из которых система уравнений{ −4x + ay = 1 + a,
(6 + a)x + 2y = 3 + a

не имеет ни одного решения.

�

�

x

y

•

•

•

A

B

M •
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Упр. 11.
◦ Найдите значения параметра p, при каждом из которых система

уравнений { −4x + (p− 1)y = p,
(5 + p)x + 2y = 2 + p

a) имеет ровно одно решение, b) не имеет ни одного решения, c) имеет беско-
нечно много решений.

Упр. 12.
◦ Найдите значения параметров a и b, при которых прямые

ax + 4y − 2 = 0 и 6x + 8y + b = 0 :

a) имеют одну общую точку; b) параллельны; c) совпадают.

Упр. 13.
◦ Определите, лежит ли начало координат внутри или вне тре-

угольника, стороны которого заданы уравнениями

5x− 7y − 11 = 0, 4x + 3y + 21 = 0, 2x + 5y − 15 = 0.

Упр. 14.
◦ Выясните, является ли четырехугольник ABCD: A(1, 2), B(11, 15),

C(7, 7), D(1, 11), выпуклым.

Упр. 15.
◦ Даны две смежные вершины квадрата A(2, 0) и B(−1, 4). Напишите

уравнения его сторон.

Упр. 16.
◦ Вычислите площадь треугольника, отсекаемого прямой 4x+6y+9 =

0 от координатного угла.

Упр. 17.
◦ Составьте уравнение прямой, которая проходит через точку (3; 4)

и отсекает от координатного угла треугольник, площадь которого равна 27.

Упр. 18.
◦ На каждом из рисунков изображены по три прямые. Найдите пло-

щади треугольников, ограниченных этими прямыми.

a)

�

�

x

y

•

•

•

•

b)

�

�

x

y

•

•

c)

�

�

x

y

•

•

•

•
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Упр. 25.
◦ Решите уравнения:

a)
x− ab

a + b
+

x− ac

a + c
+

x− bc

b + c
= a + b + c;

b)
a + b− x

c
+

a + c− x

b
+

b + c− x

a
+

4x

a + b + c
= 1.

Упр. 26.
◦ Упpостите выpажения:

A =
a2(a− x)

(a− b)(a− c)
+

b2(b− x)
(b− c)(b− a)

+
c2(c− x)

(c− a)(c− b)
;

B =
(a− x)(a − y)(a− z)

(a− b)(a− c)
+

(b− x)(b − y)(b− z)
(b− c)(b− a)

+
(c− x)(c− y)(c− z)

(c− a)(c− b)
.

Упр. 27.
◦ Решите системы:

a)

⎧⎨
⎩

3x + y − z = 1,
x + 3y − z = 1,
−x + y + 3z = 1;

b)

⎧⎨
⎩

3x + y + z = 1,
x + 3y + z = 3,
x + y + 3z = 9;

c)

⎧⎨
⎩

2x + y + z = a,
x + 2y + z = b,
x + y + 2z = c;

d)

⎧⎨
⎩

x + ay + a2z = a3, a �= b,
x + by + b2z = b3, b �= c,
x + cy + c2z = c3; c �= a.

Упр. 28.
◦ Докажите, что tg π

12
= 2 − √3 ≈ 0, 268, tg π

8
=
√

2 − 1 ≈ 0, 414.

С помощью линейной интерполяции найдите приближенное значение tg π

10
.

Какова погрешность, если «настоящее» значение считать равным 0, 325?

Упр. 29.
◦ Прямые задаются уравнениями:

a) x + y + 2 = 0; b) x− y + 2 = 0; c) 3x + 2y − 5 = 0.

Напишите уравнение этих же прямых в новой системе координат, поверну-
той по отношению к старой по часовой стрелке на 90◦.

Упр. 30.
◦ Напишите уравнения этих же прямых в новой системе коорди-

нат, повернутой по отношению к старой против часовой стрелки на 45◦.

Упр. 31.
◦ Прямые задаются параметрически: a) x = 2 + 3t, y = −3 + 5t;

b) x = 1 + t, y = 1− t; c) x = 1 + 3t, y = 1− 2t; t ∈ R.

Напишите уравнения прямых в новой системе координат, начало которой
сдвинуто по отношению к старой на вектор (3,−2), а оси параллельны ста-
рым.
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Упр. 1. AB : y = 2x − 3. Упр. 2. d(C; AB) = 11/
√

5. Упр. 3. a) y = −x;
b) y = 4x − 13; c) y = 3. Упр. 4. a) y = −x/2; b) y = 2x − 10; c) y = −3x + 10.
Упр. 5. a) y = x− 2, y = x/2 + 2, (x0; y0) = (8; 6), ϕ = arctg 1/3; b) y = −x + 3, y =
−2x−2, (x0; y0) = (−5; 8), ϕ = arctg 1/3. Упр. 6. 17; 18. Упр. 7. 30; 17, 5. Упр. 8.
a) (x0; y0) = (0;−2); b) (2; 1); c) (−11; 4); d) паралл.; e) совп.; f) (1;−1). Упр. 9.
y = −x/2 + 1, x + 2y − 2 = 0, d(M, �) = 9/

√
5. Упр. 10. a = −4. Упр. 11. a)

p �= −1,−3; b) p = −3; c) p = −1. Упр. 12. a) a �= 3; b) a = 3, b �= −4; c) a =
3, b = −4. Упр. 13. Внутри. Упр. 14. Нет. Упр. 15. AB : 4x + 3y − 8 = 0;
BC : 3x−4y+19 = 0; CD : 4x+3y−33 = 0; или 4x+3y+17 = 0; AD : 3x−4y−6 = 0.
Упр. 16. S = 27/16. Упр. 17. 2x + 3y − 18 = 0. Упр. 18. a) 42; b) 44; c) 58.
Упр. 19. a) 58; b) 66; c) 42. Упр. 20. a) xL = 7, yL = 2.5, h = 12; b) 0.5, 10, 20;
c) − 9.5, 22, 20; d) − 1, 4.5, 20. Упр. 23. a) x = 0; b) x = 1; c) x = 1; d) x = 11/9.
Упр. 24. a) x = 2; b) x = 1; a) x = 1 + sin2 α cos2 α. Упр. 25. a) x = ab + bc + ac;
b) x = a + b + c. Упр. 26. A = a + b + c − x; B = a + b + c − x − y − z. Упр. 27.
a) x = y = z = 1/3; b) x = −4/5, y = 1/5, z = 16/5; c) x = (3a − b − c)/4, y =
(3c−a−b)/4, z = (3c−a−b)/4; d) x = abc, y = −(ab+bc+ca), z = a+b+c. Упр. 28.
tg

π

10
≈ 0, 326. Погрешность равна 0, 001. Упр. 29. a) u− v − 2 = 0, b) u + v + 2 =

0, c) 2u − 3v + 5 = 0. Упр. 30. a) p +
√

2 = 0, b) q −√2 = 0, c) 5p − q − 5
√

2 = 0.
Упр. 31. a) u = −1+3t, v = −1+5t; b) u = −2+t, v = 3−t; c) u = −2+3t, v = 3−2t.
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2. �Оценка pентабельности инвестиций
Мы pаботаем со следующими величинами, котоpые пpедполагаются апpиоpи
опpеделенными:

C0 — начальный капитал (величина пеpвоначальной инвестиции);
pk — денежные поступления, гаpантиpуемые пpоектом в k-м году. Предпо-

лагается, что k может принимать значения 1, 2, 3, . . . При этом k = 1 означает
поступление прибыли ровно через год после первоначального инвестирования.
Иногда допускается k = 0, что означает немедленные денежные поступления
при вложении капитала;

n — количество лет, на котоpые pаспpостpаняется пpогноз;
r – коэффициент дисконтиpования. В качестве r можно взять пpоцентную

ставку по банковскому кpедиту или пpоцент, котоpый платится за капитал, взя-
тый в долг на миpовом кpедитном pынке.

Пpибыль P, получаемая в результате реализации проекта, высчитывается по
формуле

P =
n∑

k=1

pk

(1 + r)k
.

Характеристиками рентабельности проекта являются следующие величины:
D = P − C0 – чистая прибыль (Netto Value);
I = P/C0 – индекс pентабельности (Profitability Index);
r∗ – коэффициент отдачи капиталовложений (Internal Rate of Return). Опpе-

деляется как коpень уpавнения D(r) = 0, то есть как минимальная величина
коэффициента дисконтиpования, пpи котоpой чистый пpиведенный эффект (чи-
стая прибыль) pавен нулю.
Hеобходимое условие пpинятия пpоекта: a)D > 0 ; b) I > 1 ; c) r∗ > r.
Для получения более простых формул, выражающих прибыль и индекс рента-
бельности через данные, определяющие проект, рассмотрим упрощение задачи,
состоящее в том, что ежегодная прибыль предполагается постоянной (Pk ≡ p).
В этом случае

P = p

n∑
k=1

1
(1 + r)k

.

Обозначим q = 1

1 + r
. Используя формулу суммы членов геометрической про-

грессии, получим цепочку равенств:

P = p

n∑
k=1

qk = pq
1− qn

1− q
= p

1 + r

1− 1

(1 + r)n

1− 1

1 + r

= p
(1 + r)n − 1

(1 + r)n(1 + r − 1)
⇒

⇒ P = p
(1 + r)n − 1

r(1 + r)n
. (∗)
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Точка пеpесечения гpафика с осью Or соответствует значению r∗. Если гpа-
фик постpоить невозможно и нет явной фоpмулы для r∗, то этот коэффициент
пpоще всего оценить с помощью фоpмулы линейной интеpполяции.

Для этого используем фоpмулу

L(r) = f(r1) +
f(r2)− f(r1)

r2 − r1
· (r − r1).

L(r∗) = 0 ⇒ r∗ = r1 − f(r1)
r2 − r1

f(r2)− f(r1)
.

Упр. 3. Hайдите r∗, используя данные, указанные на гpафике (r1 = 0, 1, r2 =
0, 2; f(r) = D(r)).

Пример 2. Оценить чистую прибыль проекта при следующих данных:

C0 = 160; p0 = p1 = . . . = p10 = 0, pi = 50 пpи i > 10; n = 99; r = 0, 1.

Решение. D = 50
99∑

k=11

1
(1, 1)k

− 160 = 50 · 1
(1, 1)10

89∑
k=1

1
(1, 1)k

− 160 ∼ 32, 8.

Упр. 4. Для указанного пpимеpа найдите D(0, 2), а также r∗, используя ли-
нейную интеpполяцию.

З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 5. Выясните, выполняется ли необходимое условие принятия проекта,
если начальный капитал C0 = 200 (некоторых единиц), ежегодная планируе-
мая прибыль p составляет 20 (единиц), прогноз распространяется на 99 лет,
а коэффициент дисконтирования r равен 0, 1.

Упр. 6. Выясните, выполняется ли необходимое условие принятия проекта,
если начальный капитал C0 = 100, ежегодная планируемая прибыль p состав-
ляет 20, прогноз распространяется на 10 лет, а коэффициент дисконтирова-
ния r равен 0, 2.
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Кривые второго порядка

1. Характерные примеры
Пример 1. Указать множество точек (составить соответствующее урав-
нение), для которых произведение расстояний до двух заданных (различных)
прямых является постоянной (положительной) величиной.

Решение. Обозначим заданные прямые через 
1 и 
2. Если они параллельны,
то указанное множество представляет собой две, три или четыре прямые, па-
раллельные данным. Предположим теперь, что они пересекаются, и обозначим
точку пересечения через O. Введем систему координат, у которой начало сов-
падает с O, а оси совпадают с биссектрисами углов, образованных прямыми.
Запишем уравнения прямых в указанной системе координат в нормальной фор-
ме. 
1 : λx + μy = 0. 
2 : λx − μy = 0. Тогда расстояния от точки M(x0, y0)
до прямых записываются в виде: d1 = |λx0 + μy0|, d2 = |λx0 − μy0|. Условие
задачи примет вид: |λ2x2

0 − μ2y2
0 | = c, где c > 0 — постоянная. Это уравнение

распадается на два: λ2x2
0 − μ2y2

0 = ±c, каждое из которых задает две ветви
гиперболы.

d(M, B)

d(M, A)
= 2,

d(M, A)

d(M, B)
= 2

�

�

x

y

•• •
A B

4y2 − x2 = 9, 4y2 − x2 = −9

�

�

x

y

•


1


2

На правом рисунке изображены две прямые и все ветви гипербол, решающие
задачу при c = 2.

Упр. 1. Для гиперболы x2

4
− y2

9
= 1 укажите прямые 
1 и 
2 (они называются

асимптотами). Чему равно произведение расстояний до них?

Пример 2. Указать множество точек, для которых отношение расстояний
до двух заданных точек является постоянной величиной.
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Пусть M — произвольная точка на эллипсе и � — касательная к эллипсу,
проведенная в точке M. Для любой другой точки на касательной верно, что
сумма расстояний до фокусов больше, чем сумма расстояний от точки M и,
следовательно, M является той точкой, которая была найдена в задаче о двух
точках и прямой, рассмотренной в первом семестре.

Сформулируем (без доказательства) оптические свойства параболы и гипер-
болы. Первое состоит в том, что свет от источника, находящегося в фокусе
параболы, отражаясь от параболы уходит на бесконечность параллельно оси
параболы. Второе — в том, что свет от источника, находящегося в одном из фо-
кусов, после отражения уходит на бесконечность так, как если бы он выходил
из другого фокуса гиперболы.

Общее уравнение кривых второго порядка
Общее уравнение кривых второго порядка имеет вид

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0.

Обозначим левую часть равенства через W (x, y) и представим ее в виде суммы
квадратичной части (квадратичной формы): W2(x, y) = Ax2 + 2Bxy + Cy2, ли-
нейной (линейной формы): W1(x, y) = 2Dx + 2Ey и постоянной (форма нулевой
степени): W0(x, y) = W (0, 0) = F.

Теперь займемся упрощением общего уравнения. Первым шагом на этом
пути будет сдвиг, то есть замена координат p : x = u+x0, y = v+x0. Подставляя
замену в общее уравнение, получим:

A(u +x0)2 + 2B(u+ x0)(v + y0) +C(v + y0)2 + 2D(u+ x0) + 2E(v + y0)+ F = 0 ⇔
⇔ Au2 + 2Buv + Cv2 + 2(Ax0 + By0 + D)u + 2(Bx0 + Cy0 + E)v+

+Ax2
0 + Bx0y0 + Cy2

0 + 2Dx0 + 2Ey0 + F = 0.

Центром линии называется такая точка на плоскости, по отношению к которой
точки линии расположены симметричными парами. Нетрудно заметить, что у
кривой второго порядка центр существует, если линейная форма обращается в
ноль. Таким образом, точка S(x0, y0) является центром кривой, определяемой
общим уравнением, тогда и только тогда, когда ее координаты удовлетворяют
системе {

Ax0 + By0 + D = 0,

Bx0 + Cy0 + E = 0.

Если линия имеет единственный центр, то она называется центральной.
Таким образом, если кривая является центральной, то можно считать, что

уравнение приведено к виду

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + F̃ = 0 (F̃ = W (x0, y0)).

Дискриминантом уравнения называется число Δ = AC −B2.
Вторым шагом на пути упрощения уравнения будет поворот.
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Матрица повоpота. Рассмотpим матрицу Q(ϕ) =
(

cosϕ − sin ϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Она называется матpицей повоpота и обладает следующими свойствами:
1◦. Q(ϕ1) ·Q(ϕ2) = Q(ϕ2) ·Q(ϕ1) = Q(ϕ1 + ϕ1).
Это свойство означает, в частности, что две матрицы поворота на разные

углы перестановочны и два поворота на углы ϕ1 и ϕ2 равносильны одному
повороту на угол ϕ1 + ϕ2.

2◦. Q(π/2)e1 = e2, Q(π/2)e2 = −e1, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.

Это свойство показывает на примере, что матрица поворота на угол 90◦

действительно поворачивает базисные вектора и, следовательно, любые другие
вектора на угол 90◦.

3◦. Q−1(ϕ) = Q(−ϕ).
Естественно, что операция, обратная к повороту на некоторый угол ϕ, есть

поворот на угол −ϕ.

4◦. Q′(ϕ) = Q(π/2 + ϕ).
Заметим, что производной матрицы является матрица, составленная из про-

изводных своих элементов. Дифференцируя каждый элемент матрицы поворота
по ϕ, легко проверить это свойство.

Повоpот геометрической фигуры. Рассмотpим фигуру на плоскости, опре-

деляемую уравнением F (x, y) = 0. Обозначим через w =
(

u
v

)
вектор z =

(
x
y

)
,

повернутый на угол ϕ :

w = Q(ϕ)z = Q(ϕ)
(

x
y

)
⇔ z = Q(−ϕ)w ⇔

(
x
y

)
=
(

u cosϕ + v sin ϕ
−u sinϕ + v cosϕ

)
.

Подставляя в первоначальное уравнение, получим F (u cosϕ+v sinϕ, −u sinϕ+
v cosϕ) = 0. Заметим, что повернуть фигуру на угол ϕ означает то же самое,
что повернуть систему координат на угол −ϕ. Поэтому мы можем говорить о
таком повороте системы координат, при котором уравнение имеет более простой
вид.

Теорема. Существует такой угол ϕ, что в новых координатах уравнение
кривой будет иметь вид

A′u2 + C′v2 + F ′ = 0.

При этом новые коэффициенты удовлетворяют соотношениям

F ′ = F, A′C′ = Δ = (AC −B2), A′ + C′ = A + C.

Пример 6. Рассмотрим кривую, задаваемую уравнением

5x2 − 8xy + 5y2 + 2x + 2y − 7 = 0.
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Упр. 8.
◦ Составьте уравнение параболы, если заданы координаты фокуса F и

уравнение директрисы d:
a) F (−5, 0), d: x = 5; b) F (0, 0), d: x+y = 1; c) F (1, 1), d: 2x + y = 5.

Упр. 9.
◦ Для указанных ниже парабол найдите фокусы и директрисы. Изоб-

разите их на рисунке.
a) y = −x2 − 2x; b) x = y2 + 1; c) (x− y)2 + 2(x + y) = 1.

Упр. 10.
◦ Для следующих эллипсов определите полуоси и координаты фоку-

сов:

a) x2

4
+ y2

9
= 1; b) 4x2 + 9y2 = 1; c) 9x2 + y2

9
= 9.

Упр. 11.
◦ Установите, какие из следующих линий являются центральными,

найдите координаты центра и преобразуйте уравнение, передвинув центр в
начало координат.

a) 3x2 + 4xy + y2− 6x− 2y− 5 = 0; b) x2 + 4xy + 4y2 − 16x + 5 = 0;

c) x2 − 2xy + 4y2 + 6x + 5 = 0; d) 5x2 + 4xy − y2 − 18y − 5 = 0.

Упр. 12. Приведите уравнения к простейшему виду и установите, какие об-
разы они определяют:

a) 32x2 + 52xy − 7y2 + 180 = 0; b) 5x2 − 6xy + 5y2 − 16 = 0;
c) 17x2 − 12xy + 8y2 = 0; d) 5x2 + 24xy − 5y2 + 8 = 0.

Упр. 13. На рисунке справа изображен эл-
липс и касательная, проведенная к эллипсу
в точке (0, 0).
a) Напишите уравнение касательной.
b) Укажите координаты центра эллипса.
c) Укажите координаты фокусов эллипса.
d) Напишите уравнение касательной в точ-
ке, симметричной началу координат отно-
сительно центра эллипса.

�

�

x

y

5x2 − 2xy + 5y2 − 4x + 20y = 0

•

О т в е т ы

Упр. 5. x2

25
+

y2

16
= 1. Упр. 6. x2 − y2 + 2y − 3 = 0, x2 − y2 + 2y + 1 = 0. Упр. 7.

a) (x − 2)2 + (y + 3)2 = 36; b) (x − 5)2 + (y + 3)2 = 8; c) x2 + (y − 6)2 = 25. Упр. 8.
a) 20x+y2 = 0; b) x2−2xy+y2+2x+2y−1 = 0; c) x2−4xy+4y2+10x+2y−15 = 0. Упр. 9.
a) d: y = 5/4, F (−1, 3/4); b) d: x = 3/4, F (11/4, 0); c) d: x+y = 1, F (0, 0). Упр. 10.
a) a = 2, b = 3, F1(0,

√
5), F2(0,−√5); b) a = 1/2, b = 1/3, F1(

√
5/6, 0), F2(−

√
5/6, 0);

c) a = 1, b = 9, F1(0, 4
√

5), F2(0,−4
√

5). Упр. 11. a) (x0, y0) = (−1, 3), 3u2 + 4uv +

v2 − 5 = 0; b) центра нет; c) (x0, y0) = (−4,−1), u2 − 2uv + 4v2 − 7 = 0; d) (x0, y0) =

(2,−5), 5u2 + 4uv − v2 + 40 = 0.
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Функции нескольких переменных

1. Основные понятия
В этом разделе мы рассматриваем функции, определенные на подмножествах
эвклидова пространства Rn, то есть такого пространства, в котором каждая
точка x задается своими координатами x1, x2, . . . , xn, или, другими словами,
вектором x = (x1, x2, . . . , xn), причем следует иметь в виду, что при малых n
(то есть n = 1, 2 или 3) вместо «покоординатных» обозначений x1, x2, x3 чаще
используются традиционные x, y, z и т.п. Перечислим ряд стандартных опре-
делений и свойств.

• Векторы (точки) можно складывать. Например, если x = (x1, x2, . . . , xn), y =
(y1, y2, . . . , yn), то x + y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn).

• Векторы (точки) можно умножать на число. Например, если x = (x1, x2, . . . , xn),
λ ∈ R1, то λx = (λx1, λx2, . . . , λxn).

• Расстоянием ρ между двумя точками x = (x1, x2, . . . , xn) и y = (y1, y2, . . . , yn)
называется число ρ(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . . + (xn − yn)2.

• Началом координат O является точка c координатами 0, 0, . . . , 0.

• Длиной или модулем вектора (точки) x называется расстояние между точкой
x и O : |x| = ρ(x, O) =

√
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n.

• Открытым n-мерным шаром радиуса ε с центром в точке x называется множе-
ство Vε(x) таких точек y, для которых расстояние от y до x меньше ε :

Vε(x) = {y ∈ Rn| ρ(y, x) < ε} .

• Открытый n-мерный шар радиуса ε с центром в точке x будем также называть
шаровой ε-окрестностью точки x.

• Окрестностью точки x будем называть любое множество W (x), содержащее
некоторую шаровую окрестность точки x.

• Проколотой шаровой ε-окрестностью V ′ε точки x будем называть шаровую ε-
окрестность точки x без самой точки x : V ′ε (x) = Vε(x) \ {x}.
• Проколотой окрестностью W ′ точки x будем называть окрестность точки x без
самой точки x : W ′(x) = W (x) \ {x}.
• Замкнутым n-мерным шаром радиуса ε с центром в точке x называется множе-
ство Vε(x) точек y, для которых расстояние от y до x меньше или равно ε :

Vε(x) = {y ∈ Rn| ρ(y, x) ≤ ε} .

• Пусть D ⊂ Rn. Точка x ∈ Rn называется точкой сгущения или предельной
точкой множества D, если в любой проколотой окрестности точки x найдется
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хотя бы одна точка множества D. Множество предельных точек множества D
обозначается через D′.

• Если точка множества не является точкой сгущения, то она называется изо-
лированной.

• Пусть D ⊂ Rn. Множество D называется ограниченным, если оно содержится
в некотором шаре.

• Будем говорить, что бесконечность (∞) является предельной точкой множества
D, если множество D не является ограниченным.

• Окрестностью бесконечности W (∞) будем называть любое множество, допол-
нение к которому является ограниченным. Окрестность бесконечности всегда
считается проколотой окрестностью бесконечности.

• Точка x множества D называется внутренней, если существует окрестность
этой точки, целиком содержащаяся в D. Множество называется открытым,
если каждая его точка является внутренней.

• Точка x ∈ Rn называется граничной для множестваD, если любая окрестность
этой точки содержит как точки множества D, так и точки его дополнения.

• Множество граничных точек D называется границей множества D и обозна-
чается ∂D.

• Множество называется замкнутым, если оно содержит все свои граничные точ-
ки.

• Замыканием множества D называется множество D = D ∪ ∂D. Таким обра-
зом, замыканием D множества D называется наименьшее замкнутое множество,
содержащее D.

• Все выше приведенные определения и замечания относятся также и к случаю
n = 1, то есть к числовым множествам.

Пример 1. Множество A = (−∞;−2)∪{−1}∪{0}∪(1; 2) на координатной пря-
мой Ox не является ни открытым, ни замкнутым. Оно содержит две изоли-
рованные точки: {−1} и {0}. Множество предельных точек (точек сгущения)
имеет вид A′ = (−∞;−2] ∪ [1; 2]. Множество A не является ограниченным
и не является окрестностью бесконечности. В то же время оно, например,
является окрестностью точки {−3}.

Пример 2. Множество на координатной плоскости

A =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 < 4, x > −1
}

является открытым. Оно не содержит изолированных точек, ограничено и
является окрестностью начала координат, то есть точки (0, 0).
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Пример 3. Множество на плоскости, состоящее из точек, каждая коорди-
ната которых является рациональным числом, то есть множество

D = Q2 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x ∈ Q, y ∈ Q
}

не является ни открытым, ни замкнутым. В данном случае множество пре-
дельных точек, множество граничных точек и замыкание множества совпа-
дают со всей плоскостью, то есть D′ = ∂D = D = R2.

Предел функции и непрерывность
Пусть a — точка сгущения множества D = Dom (f), D ⊂ Rn.

� называется пределом функции f(x) при x → a, если для любой
окрестности V (�) числа 
 существует окрестность W ′(a), такая, что

x ∈ W ′(a) ∩D ⇒ f(x) ∈ V (�).

Аналогично определяется бесконечный предел:

Говорят, что функция f(x) стремится к ∞ при x→ a, если для любой
окрестности V (∞) существует окрестность W ′(a), такая, что

x ∈ W ′(a) ∩D ⇒ f(x) ∈ V (∞).

Если речь идет о пределе на бесконечности, то предполагается, что ∞ явля-
ется точкой сгущения множества D :

� называется пределом функции f(x) при x→∞, если для любой
окрестности V (�) числа 
 существует окрестность W (∞), такая, что

x ∈ W (∞) ∩D ⇒ f(x) ∈ V (�).

На более привычном языке ε− δ основное определение предела в точке вы-
глядит так:

Число � называется пределом функции f(x) при x→ a, если

∀ε ∃δ : x ∈ D, x �= a, ρ(x, a) < δ ⇒ |f(x)− 
| < ε.

Наконец, дадим определение предела на языке последовательностей:

Число � называется пределом функции f(x) при x→ a, если для любой
последовательности {xk}∞k=1 точек из D, отличных от a и таких, что

xk → a при k →∞, верно, что f(xk) → �.
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Частные производные
Рассмотрим функцию f, определенную на множестве D ⊂ Rn. f является функ-
цией точки x = (x1, x2, . . . , xn) и, следовательно, зависит от n координат. Вы-
брав одну из этих координат — xk, мы можем рассматривать f как функцию
только одной переменной (мысленно зафиксировав остальные). Если у f как
функции одной переменной существует производная, то она называется част-
ной производной функции f по переменной xk и обозначается f ′xk

или ∂f

∂xk
.

Пример 4. Найти частные производные функции

f(x, y, z) = zy + z sin x + exyz.

Решение. ∂f

∂x
= z cosx + yz exyz,

∂f

∂y
= z + xz exyz,

∂f

∂z
= y + sin x + xy exyz.

Все частные производные являются функциями нескольких переменных и
от них вновь можно брать производные. Возникают вторые, третьи и т.д. про-
изводные, причем среди них встречаются и смешанные, то есть производные,
взятые сначала по одной переменной, а затем по другой. Обозначаются они до-
статочно естественно. Например, производная по xk, а затем по xl обозначается
так:

f ′′xk xl
= ∂

∂xl

∂f

∂xk
= ∂2f

∂xl ∂xk
.

Пример 5. Найти частные производные второго порядка функции

f(x, y) = 2y + 2 sinx + e2xy.

Решение. Частные производные первого порядка найдены в предыдущем при-
мере. Используем их, предполагая z = 2.

f ′′x2 = ∂2f

∂x ∂x
= ∂

∂x

(
∂f

∂x

)
= ∂ (2 cos x + 2y e2xy)

∂x
= −2 sinx + 4y2 e2xy,

f ′′x y = ∂2f

∂y ∂x
= ∂

∂y

(
∂f

∂x

)
= ∂ (2 cos x + 2y e2xy)

∂y
= 2(1 + 2xy) e2xy,

f ′′y x = ∂2f

∂x ∂y
= ∂

∂x

(
∂f

∂y

)
= ∂ (2 + 2x e2xy)

∂x
= 2(1 + 2xy) e2xy,

f ′′y2 = ∂2f

∂y ∂y
= ∂

∂y

(
∂f

∂y

)
= ∂ (2 + 2x e2xy)

∂y
= 4x2 e2xy.

Замечание. У нас получилось равенство f ′′x y = f ′′y x. Оказывается, этот факт
является общим.
Теорема о равенстве смешанных производных. Результат дифференци-
рования функции нескольких переменных не зависит от порядка дифференци-
рования, если все производные, входящие в вычисление, непрерывны.

Пример 6. Проверить, что смешанные частные производные f ′′x y и f ′′y x функ-
ции f(x, y) = y

x
равны.
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Решение. f ′x = ∂f

∂x
= − y

x2
, f ′y = ∂f

∂y
= 1

x
, f ′′x y = ∂2f

∂y∂x
= ∂

∂y

(
− y

x2

)
=

− 1

x2
, f ′′y x = ∂

∂x

(
1

x

)
= − 1

x2
. Получили, что f ′′x y = f ′′y x. Задача решена.

Пример 7. Найти все частные производные до второго порядка включитель-
но функции

f(x, y) = arctg y

x
.

Решение. f ′x = 1

1 +
y2

x2

(
− y

x2

)
= −y

x2 + y2
, f ′y = 1

1 +
y2

x2

(
1

x

)
= x

x2 + y2
;

f ′′x2 = 2xy

(x2 + y2)2
, f ′′x y = f ′′y x = y2 − x2

(x2 + y2)2
, f ′′y2 = −2xy

(x2 + y2)2
.

Частные производные полярных функций
Полярными функциями называются полярный радиус r =

√
x2 + y2 и полярный

угол ϕ, который определяется с помощью формул x = r cosϕ, y = r sinϕ с точно-
стью до 2π. То из значений, которое находится в промежутке (−π, π], называется
главным значением полярного угла. Эти функции аналогичны функциям |z| и
Arg z комплексной переменной z. А именно, если определить z = x + iy, то они
будут полностью совпадать.

Продифференцируем равенство r2 = x2 + y2 : 2rr′x = 2x ⇒ r′x = x

r
. Анало-

гично, r′y = y

r
. Полярный угол определяется неоднозначно, однако его частные

производные не зависят от выбора значения и получаются дифференцировани-
ем равенств x = r cosϕ и y = r sinϕ :⎧⎨
⎩ 1 = r′x cosϕ− r sin ϕϕ′x = x

r
cosϕ− yϕ′x = x2

r2
− yϕ′x,

1 = r′y sin ϕ + r cosϕϕ′y = y

r
sinϕ + xϕ′y = y2

r2
+ xϕ′y

⇒
{

r2ϕ′x = −y,

r2ϕ′y = x.

В итоге получаем формулы r′x = x

r
, r′y = y

r
, ϕ′x = − y

r2
, ϕ′y = x

r2
.

Пример 8. Рассматривается функция f(x, y) = r2 sin ϕ = ry, если r �= 0,
f(0, 0) = 0. Найти ее смешанные производные в начале координат.

Решение. f ′x(x, y) = r′xy = xy

r
, f ′y(x, y) = r′yy + r = y2 + r2

r
. Следователь-

но, f ′x(0, y) = 0 , f ′y(x, 0) = x. Найдем теперь первые частные производные в
начале координат (r = 0):

f ′x(0, 0) = lim
x→0

f(x, 0) − f(0, 0)

x
= 0, f ′y(0, 0) = lim

y→0

f(0, y)− f(0, 0)

y
= lim

y→0

|y|y
y

= 0.

Найдем смешанные производные в начале координат:

(f ′x)′y(0, 0) = lim
y→0

f ′x(0, y)− f ′x(0, 0)

y
= 0; (f ′y)′x(0, 0) = lim

x→0

f ′y(x, 0)− f ′y(0, 0)

x
=

lim
x→0

x− 0

x
= 1. Таким образом, в нашем примере f ′′xy = 0, f ′′yx = 1.
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Линии уровня и градиент
Линией уровня fC функции z = f(x, y) называется множество на плоскости Oxy,
определяемое уравнением f(x, y) = C.

Если точка (x0, y0) принадлежит линии уровня, то в «обычных ситуациях»
линией уровня является кривая, проходящая через эту точку. Касательная в
данной точке к этой кривой задается уравнением

∂f(x0, y0)

∂x
(x− x0) + ∂f(x0, y0)

∂y
(y − y0) = 0.

Градиентом функции z = f(x, y) называется вектор

grad f(x, y) ≡
〈

∂f

∂x
,

∂f

∂y

〉
≡ (

f ′x(x, y), f ′y(x, y)
) ≡ ∇f(x, y)

при предположении, что обе частные производные существуют.

Пример 9. Для функции f(x, y) = 2(y − x)

x2 + y2 + 1
изобразить на плоскости Oxy

ее линии уровня, написать уравнение касательной и указать градиент функ-
ции в точке (x0, y0) = (1, 1).

�

	

y

x

•

��


C = 1/2

C = −1/2

C = 1

C = −1

x

y

zf(x, y) = 2(y − x)

x2 + y2 + 1

Решение. При C = 0 линией уровня является прямая y = x. Если C �= 0, то
линии уровня задаются уравнением f = C ⇔ 2(y − x)

C
= x2 + y2 + 1. Обозначив

1

C
= λ, получим равенство x2 + 2λx − 2λy + y2 = −1 ⇔ (x + λ)2 + (y − λ)2 =

2λ2 − 1. Таким образом, при |λ| <
1√
2
, (|C| >

√
2) линии уровня — пустые

множества (функция не принимает значений, превышающих по модулю 1). При
|λ| = 1√

2
линии уровня — одноточечные множества, а при |λ| > 1√

2
(|C| < √

2)

— окружности радиуса 2λ2 − 1. Линии уровня указаны на левом рисунке.
Определим теперь градиент. Для этого вычислим частные производные.
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∂f

∂x
= 2−(x2 + y2 + 1)− 2x · (y − x)

(x2 + y2 + 1)2
= 2x2 − 2xy − y2 − 1

(x2 + y2 + 1)2
,

∂f(1, 1)

∂x
= −2

3
;

∂f

∂y
= 2 (x2 + y2 + 1)− 2y · (y − x)

(x2 + y2 + 1)2
= 2x2 + 2xy − y2 + 1

(x2 + y2 + 1)2
,

∂f(1, 1)

∂y
= 2

3
.

Следовательно, gradf(1, 1) = 2

3
(−1, 1). Уравнение касательной имеет вид

∂f(1, 1)

∂x
(x − 1) + ∂f(1, 1)

∂y
(y − 1) = 0⇔ −2

3
(x− 1) + 2

3
(y − 1) = 0⇔ y = x.

Пример 10. Для функции f(x, y) = 6xy

x2 + y2 + 1
изобразить линии уровня, на-

писать уравнение касательной и определить градиент в точке (x0, y0) = (2, 1).

Решение. При C = 0 линией уровня является множество, состоящее из коор-
динатных прямых. Если C �= 0, то линии уровня задаются уравнением f = C ⇔
6xy

C
= x2 + y2 + 1. Обозначив 3

C
= μ, получим равенство

x2 − 2μxy + y2 = −1. (∗)

Если |μ| ≤ 1, то линия уровня является пустым множеством.

�

	

y

x

•

���

C = 1

C = −1

C = 2
C = −2

x
y

z

f(x, y) = 6xy

x2 + y2 + 1

Если |μ| > 1, то уравнение (∗) принимает вид (y − μ1x)(y − μ2x) = −1, где
μ1 = μ +

√
μ2 − 1, μ2 = μ−

√
μ2 − 1. Обозначим: y − μ1x = u, y − μ2x = v.

В новых переменных (u, v) уравнение, определяющее линию уровня, примет вид
uv = −1, то есть линии уровня – это гиперболы, асимптотами которых являются
оси координат: u = 0, v = 0. Обратная замена имеет вид

x = v − u

μ1 − μ2
, y = μ1v − μ2u

μ1 − μ2
.

Определим теперь градиент.

∂f

∂x
= 6y(x2 + y2 + 1) − 2x · 6xy

(x2 + y2 + 1)2
= 6y(−x2 + y2 + 1)

(x2 + y2 + 1)2
,

∂f(2, 1)

∂x
= −1

3
.
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Аналогично ∂f(2, 1)

∂y
= 4

3
. Следовательно, gradf(2, 1) = 1

3
(−1, 4).

Уравнение касательной имеет вид ∂f(2, 1)

∂x
(x − 2) + ∂f(2, 1)

∂y
(y − 1) = 0 ⇔

−1

3
(x− 2) + 4

3
(y − 1) = 0 ⇔ x− 4y + 2 = 0.

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ На координатной прямой Ox изобразите множества:

A = [0; 1] ∪ [2; 3]; B = (−∞; 1) ∪ (1;∞); C = (−2;−1) ∪ {0} ∪ (1; 2).

Какие из этих множеств являются замкнутыми, а какие открытыми? Ка-
кие из них содержат изолированные точки? Какие являются окрестностями
начала координат, а какие окрестностями бесконечности? Укажите также
в каждом случае множество предельных точек.

Упр. 2.
◦ На координатной плоскости Oxy укажите области определения сле-

дующих функций:

a)
√

x2 + y2 − 1, b) ln(1− x2 − y2), c)
√

2x−y − 1, d) ln
(

1

x + y
− 1

)
.

Какие из этих множеств являются замкнутыми, а какие открытыми? Ка-
кие из этих областей являются окрестностями начала координат, а какие
окрестностями бесконечности?

Упр. 3.
◦ Найдите все частные производные до третьего порядка включитель-

но функции f(x, y, z) = xy2z3.

Упр. 4. Проверьте, что указанные функции являются решениями указанных
уравнений с частными производными первого порядка. Приведите пример еще
какого-либо решения.

a) y − x2, ey−x2
,

∂z

∂x
+2x

∂z

∂y
= 0; b) x

y
, e
−x

y , x
∂z

∂x
+y

∂z

∂y
= 0;

c) (x + y)2, y
∂z

∂x
−x

∂z

∂y
= 2(y2 − x2); d) − 1

x
− 1

y
, x2 ∂z

∂x
+y2 ∂z

∂y
= 2.

Упр. 5. Проверьте, что указанные функции являются решениями указанных
уравнений с частными производными второго порядка.

a) e−π2t sin x,
∂z

∂t
= π2 ∂2z

∂x2
; b) ex−πt, (x + πt)2, ∂2z

∂t2
= π2 ∂2z

∂x2
;

c) xy3,
∂2z

∂x2
−2x

∂2z

∂x∂y
+y

∂2z

∂y2
; d) x

y
,

∂2z

∂x2
−y2 ∂2z

∂y2
= 3z.
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Упр. 6. Для функций, разобранных в примерах 9 и 10, найдите градиент в
точках A1(3,−3), A2(1, 3), A3(3,−1) и изобразите его на рисунках. Изобрази-
те также касательные к линиям уровня в этих точках и напишите их урав-
нения. Вычислите значение функции на линиях уровня, на которых не указано
C.

Упр. 7. Для функций F1(x, y) и F2(x, y), графики которых изображены ниже,
нарисуйте на плоскости Oxy линии уровня, соответствующие C = ±1, ±2, ±3.
Найдите градиент в точках A1(3,−3), A2(1, 3), A3(3,−1) и изобразите его на
тех же рисунках. Изобразите также касательные к линиям уровня в этих
точках и напишите их уравнения.

a) F1(x, y) = exp

(
2x

x2 + y2

)

•

�

�

x

y

b) F2(x, y) =
x2

4
+
y2

9
− 1

�

�

�

x

y

z

О т в е т ы

Упр. 1. A – замкн., B – откр., C содержит изол. точку {0}, B – окр. {0} и окр. ∞,

A′ = A, B′ = (−∞; 1] ∪ [1; +∞), C′ = [−2;−1] ∪ [1; 2]. Упр. 2. a) x2 + y2 ≥ 1; b)

x2 + y2 < 1; c) y ≤ x; d) 0 < x + y < 1. Упр. 3. ∂f

∂x
= y2z3,

∂f

∂y
= 2xyz3,

∂f

∂z
= 3xy2z2,

∂2f

∂x2
= 0,

∂2f

∂y2
= 2xz3,

∂2f

∂z2
= 6xy2z,

∂2f

∂y∂x
= 2yz3,

∂2f

∂z∂x
= 3y2z2,

∂2f

∂z∂y
= 6xyz2,

∂3f

∂x3
= 0,

∂3f

∂y3
= 0,

∂3f

∂z3
= 6xy2,

∂3f

∂y∂x2
= 0,

∂3f

∂y2∂x
= 2z3,

∂3f

∂z∂x2
= 0,

∂3f

∂z2∂x
= 6y2z,

∂3f

∂z∂y2
= 6xz2,

∂3f

∂z2∂y
= 12xyz.
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2. Экстремумы
Пусть функция f задана на множестве D ⊂ Rn.

• Точка x∗ ∈ D называется точкой максимума, если существует окрестность
V = V (x∗) в D такая, что f(x) ≤ f(x∗) ∀x ∈ V.

• Точка x∗ ∈ D называется точкой минимума, если существует окрестность V =
V (x∗) в D такая, что f(x) ≥ f(x∗) ∀x ∈ V.

• Точка x∗ называется экстремумом или экстремальной точкой, если она явля-
ется либо точкой максимума, либо точкой минимума.

• Говорят также, что f имеет в точке x∗ экстремум, равный y∗ = f(x∗). Экстре-
мумом (максимумом, минимумом) называют также пару (x∗, y∗).

• Точка x∗ ∈ D называется точкой глобального (или абсолютного) минимума,
если f(x) ≥ f(x∗) ∀x ∈ D. Аналогично определяется глобальный (или абсо-
лютный) максимум.

• Если хотят подчеркнуть отличие от глобального минимума, просто минимум
называют локальным минимумом. Аналогично определяется глобальный (или
абсолютный) максимум. Соответственно используют выражение локальный мак-
симум.

• Точка x∗ называется стационарной (критической), если в этой точке частные
производные по всем переменным существуют и равны нулю.

• Точка x∗ называется особой (сингулярной), если в этой точке хотя бы одна из
первых частных производных не существует (не определена).

Необходимое условие экстремума. Если функция f имеет экстремум
в точке x∗, то эта точка либо стационарная, либо особая, либо находится
на границе области определения функции.

Таким образом, если в экстремальной точке, являющейся внутренней точкой
области, существуют все первые частные производные, то они равны нулю:

∂f

∂x1
(x∗) =

∂f

∂x2
(x∗) = . . . =

∂f

∂xn
(x∗) = 0.

Пример 1. Найти экстремумы функции, определенной на пространстве R3 :
f = (x1 − 1)2 + (2x2 − 2)2 + (3x3 − 3)2.
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Решение. Экстремумы функции следует искать среди стационарных точек, а
стационарные точки находятся как решения системы уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x1
= 0

∂f

∂x2
= 0

∂f

∂x3
= 0

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2(x1 − 1) = 0

4(2x2 − 2) = 0

6(3x3 − 3) = 0

⇔

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x1 = 1

x2 = 1

x3 = 1.

Значение функции в этой точке равно нулю. Поскольку отрицательных значе-
ний функция не принимает, это является минимумом. Поскольку других кри-
тических точек нет, то этот экстремум единственный. Задача решена.

Упр. 1. Найдите стационарные точки функций, определенных на R3 :

a) cos(x1 + x2 + x3), b) x1x2x3 ex1+x2+x3 , c) x3
1 + x3

2 + x3
3 − 3x1x2x3.

Рассмотренная в предыдущем примере функция имеет достаточно простой
вид и всего лишь одну стационарную точку. Гораздо чаще приходится иметь
дело с функциями, имеющими несколько таких точек. Чтобы определить «ха-
рактер» стационарной точки, приходится прибегать к производным второго по-
рядка. Мы выпишем эти условия при n = 2, то есть для функции от двух
переменных. Будем обозначать эти переменные через x и y.

Достаточное условие экстремума.
1◦. Рассматривается функция f(x, y), имеющая стационарную точку
(x∗, y∗), то есть такую точку, что

∂f

∂x
(x∗, y∗) =

∂f

∂y
(x∗, y∗) = 0.

2◦. Предполагается, что частные производные второго порядка суще-
ствуют и непрерывны в некоторой окрестности рассматриваемой стаци-
онарной точки.
3◦. Обозначим AC −B2 = �, где

∂2f

∂x2
(x∗, y∗) = A,

∂2f

∂x∂y
(x∗, y∗) = B,

∂2f

∂y2
(x∗, y∗) = C.

Тогда:
a) � > 0, A < 0 ⇒ (x∗, y∗) — точка максимума;

b) � > 0, A > 0 ⇒ (x∗, y∗) — точка минимума;

c) � < 0 (x∗, y∗) — не является экстремумом
(седловая точка).

Если � = 0 или A = 0, то для определения характера точки нужны
дополнительные исследования.
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Упр. 2. Проверьте, что для функций, указанных ниже, начало координат яв-
ляется стационарной точкой. Укажите постоянные A, B, C, �.

�

	

y

x f(x, y) = −1

2
xy + 1

x
y

z

�

	

y

x f(x, y) =
1

8
x2 − 3

8
xy +

2

8
y2 + 1

x
y

z

�

	

y

x f(x, y) =
1

9
x3 − 1

9
y3 + 1

x
y

z
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Пример 2. Исследовать на экстремум функцию f(x, y) = x4 + y4 − 4(x + y)2.

Решение. Сначала найдем все частные производные до второго порядка вклю-
чительно:

∂f

∂x
= 4x3 − 8(x + y), ∂f

∂y
= 4y3 − 8(x + y),

∂2f

∂x2
= 12x2 − 8,

∂2f

∂x∂y
= −8,

∂2f

∂y2
= 12y2 − 8.

Далее найдем стационарные точки, приравняв к нулю первые частные произ-
водные: ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
∂f

∂x
= 0

∂f

∂y
= 0

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

4x3 − 8(x + y) = 0

4y3 − 8(x + y) = 0 ⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = y

x3 = 2(x + y).

Решая систему, получим три пары решений — три стационарные точки:

P0 :

(
x = 0
y = 0

)
, P1 :

(
x = −2
y = −2

)
, P2 :

(
x = 2
y = 2

)
.

Исследуем поочередно характер каждой стационарной точки. Начнем с P0 :

A =
∂2f

∂x2
(0, 0) = −8, B =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = −8,

∂2f

∂y2
(0, 0) = −8.

Таким образом, � = 0, и, следовательно, для определения типа точки нужны
дополнительные рассмотрения. Заметим, f(P0) = f(0, 0) = 0. Покажем, что в
любой окрестности P0 найдутся как точки, в которых значение функции отри-
цательно, так и точки, в которых значение положительно. Таким образом, эта
точка не может быть экстремумом. Положим x0 = 0, и пусть y0 — любое число
из интервала (0; 2). Тогда f(x0, y0) = y4 − 4y2 = y2(y2 − 4) < 0. Пусть теперь,
x0 = ε, y0 = −ε, где ε — любое число, не равное нулю. Тогда f(x0, y0) = 2ε4 > 0.
Таким образом, точка P0 не может быть экстремумом.

Перейдем к рассмотрению точки P1 :

A =
∂2f

∂x2
(−2,−2) = 40, B =

∂2f

∂x∂y
(−2,−2) = −8,

∂2f

∂y2
(−2,−2) = 40.

В этой точке � > 0, A > 0, следовательно, P1 — точка минимума.
В точке P2 коэффициенты A, B и C принимают те же значения и, следова-

тельно, P2 также минимум. Задача решена.

Упр. 3. Проверьте, что функция x4+y4−4(x+y)2+4xy имеет пять ста-
ционарных точек: P0(0, 0), P1(−1, 1), P2(1,−1), P3(

√
3,
√

3), P4(−
√

3,−√3).
Исследуйте эти точки на экстремум.
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Упр. 4.
◦ Исследуйте на экстремум функции
a) cos(x + y), b) xy ex+y, c) x2y2 (4 − 2x− y), d) x3 + y3 − 3xy.

Пример 3. Исследовать на экстремум функцию f(x, y) = x

(
1 + 1

x2 − y2

)
.

Решение. Сделаем замену переменных: u = x + y, v = x − y. В новых
переменных функция выглядит так:

f =
1
2

(
u +

1
u

+ v +
1
v

)
.

В этих же переменных функция исследуется легко и точки A(u = 1, v = 1) и
B(u = −1, v = −1) являются экстремумами (первая – минимумом, вторая –
максимумом). В точках (u = 1, v = −1) и (u = −1, v = 1) функция имеет седло.
Переходя обратно к координатам x, y, получаем ответ.
Ответ: A(−1, 0) – максимум, f(A) = −2; B(1, 0) – минимум, f(B) = 2; точки (0, 1) и
(0,−1) являются седловыми.

Пример 4. Исследовать на экстремум функцию f(x, y) =
(1− x2)(1 − y2)

xy
.

Решение. Сделаем замену переменных: u = xy, v = x

y
. В новых переменных

функция выглядит так:

f = u +
1
u

+ v +
1
v
.

В этих же переменных функция исследуется легко и точки A(u = 1, v = 1) и
B(u = −1, v = −1) являются экстремумами (первая – минимумом, вторая –
максимумом). В точках (u = 1, v = −1) и (u = −1, v = 1) функция не имеет экс-
тремума (седловая точка). Заметим, что отображение, задаваемое формулами
замены, не является взаимно-однозначным и, более того, у седловых точек нет
прообразов. Переходя обратно к координатам x, y, получаем ответ.
Ответ: A1(1, 1), A2(−1,−1) – минимумы, f(A1) = f(A2) = 4; B1(−1, 1), B2(1,−1) –
максимумы. Точек перегиба нет.

Упр. 5.
◦ Исследуйте на экстремум функции

a) x + 6x− y

6x2 − xy − y2
, b) 2 + 3y2 + x2(3 + 2y2)

xy
, c) ln(x + y)− x2 − y2,

d) ln x + ln y − (x + y)2, e) ex (ey + e−y)− 2x, f) exy − x2 − y2 − xy.

О т в е т ы

Упр. 4. a) (x0, y0) = (t, 2πn − t), t ∈ R, n ∈ Z – нестрогий max; (x0, y0) = (t, π(2n +

1) − t), t ∈ R, n ∈ Z – нестрогий min; b) (0, 0) – седло, (−1,−1) – max; c) (4/5, 8/5),

(0, 4), (2, 0) – седла; (0, y0), y0 < 4, (x0, 0), x0 < 2 – min; (0, y0), y0 > 4, (x0, 0), x0 > 2 –
max . d) (0, 0) – седло, (1, 1) – min . Упр. 5. a) (1, 0) – min, (−1, 0) – max, (1/5, 12/5) ,

(−1/5,−12/5) – седловые точки; b) (11), (−1,−1) – min, (−1, 1), (1,−1) – max; c)

(1/2, 1/2) – max; d) (1/2, 1/2) – max; e) (0, 0) – min; f) (0, 0) – max, (
√

ln 3,
√

ln 3),

(−√ln 3, −√ln 3) – седловые точки.
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Принцип Ферма – Снелла
Рассмотрим задачу о наименьшем времени передвижения точки из пункта A,
находящегося с одной стороны прямой �, в пункт B, находящийся с другой
стороны. Подобную задачу мы рассматривали в первом семестре, в лекции, по-
священной оптимизационным задачам. Однако теперь усложним постановку за-
дачи и будем предполагать, что скорости точки в полуплоскостях различны, а
именно, равны v1 и v2. В задаче заданными величинами являются расстояния
ha и hb точек A и B от прямой и расстояние d = a + b между прекциями A′ и
B′ на прямую. Обозначим углы между перпендикуляром к прямой и отрезками
CA и CB через α и β соответственно (имеются в виду острые углы).

Рассмотрим функцию, описывающую
время прохождения точкой траектории
ACB :

f = f(α, β) = ha

v1 cos α
+ hb

v2 cos β
.

При этом

ϕ(α, β) = hatg α + hbtg β − d.

Строим функцию Лагранжа L(α, β, λ) =

•A

•

A′

•B

•
B′

•
Ca b

ha

hb

v1

v2

α

β

�

= ha

v1 cos α
+ hb

v2 cos β
+λ(hatg α+hbtg β−d) = ha(1 + λv1 sin α)

v1 cos α
+hb(1 + λv2 sin β)

v2 cos β
−λd.

Система для нахождения стационарных точек имеет вид

(
1 + λv1 sin α

cos α

)′
= 0,

(
1 + λv2 sin β

cos β

)′
= 0⇔ λv1 + sinα = 0, λv2 + sin β = 0.

Если система имеет решение, то есть траекторию, для которой значение функ-
ции минимально, то для такой траектории должно выполняться равенство

sin α

sin β
= v1

v2
,

которое называется законом преломления Снелла. В случае, когда этот за-
кон дополняется принципом Ферма, согласно которому при движении из одного
пункта в другой свет выбирает траекторию, вдоль которой время движения
минимально, он называется принципом Ферма – Снелла.

Параллельная интерпретация задачи следующая. Для двух точек A и B
следует выбрать траекторию, вдоль которой затраты на перевозку груза мини-
мальны, если известны затраты на единицу пути в каждой из полуплоскостей.
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Глобальные (абсолютные) экстремумы
Глобальными (абсолютными) экстремумами функции f(x) в области D называ-
ются наибольшее (Max f(x)) и наименьшее (Min f(x)) значения функции в
этой области, а также точки, в которых эти значения достигаются. Если хотят
подчеркнуть, что исследуемый экстремум не обязательно является глобальным,
его называют локальным экстремумом.

Абсолютные экстремумы ищутся следующим образом. Сначала отыскива-
ются стационарные и особые точки и отбираются те из них, которые находятся
в рассматриваемой области. На втором этапе отыскивается наибольшее и наи-
меньшее значение на границе. После этого значения, полученные на первом и
втором этапах, сравниваются.

Задача исследования на абсолютный экстремум состоит в нахождении наи-
большего и наименьшего значений, а также точек, в которых эти значения до-
стигаются.

Пример 2. Исследовать на абсолютный экстремум функцию f(x, y) = x2 +
y2 − 12x + 16y в области D : x2 + y2 ≤ 25.

Решение. Прежде всего заметим, что функция везде дифференцируема и, сле-
довательно, особых точек нет. Стационарные точки определяются системой

f ′x = 0, f ′y = 0⇔ 2x− 12 = 0, 2y + 16 = 0 ⇔ x = 6, y = −8.

Стационарная точка не входит в область D, следовательно, абсолютные экстре-
мумы нашей функции достигаются на границе. Чтобы их найти, нужно решить
задачу нахождения условного экстремума. Для этого строим функцию Лагран-
жа

L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y), ϕ(x, y) = x2 + y2 − 25.

Приравнивая к нулю первые производные, получим две точки

x = 3, y = −4, (λ = 1); x = −3, y = 4, (λ = −3).

Вычисляя значения функции в этих точках, получаем окончательно, что

Max f(x, y) = f(−3, 4) = 125, Min f(x, y) = f(3,−4) = −75.

Пример 3. Найти экстремумы и множество значений функции f(x, y) =
(3x2 + 5y2) e−x2−y2

на круге D : x2 + y2 ≤ 9.

Решение. Сначала найдем стационарные точки. Чтобы удобнее было произво-
дить вычисления, обозначим 3x2 + 5y2 = L, e−x2−y2

= E. Тогда{
f ′x = 0
f ′y = 0

⇔
{

6xE − 2xLE = 0
10yE − 2yLE = 0

⇔
{

2xE(3− L) = 0
2yE(5− L) = 0

⇔
{

x(L− 3) = 0
y(L− 5) = 0.

Система имеет решения: P0(0, 0), P1(0, 1), P−1(0,−1), P2(1, 0), P−2(−1, 0).
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Найдем теперь вторые производные:

f ′′x2 = 2E(3− L) + 2x(−2x)E(3− L) + 2xE(−6x) = 2E(2− 12x2 + L(2x2 − 1)),

f ′′xy = 2x[E(−2y)(3− L) + E(−10y)] = −4xyE(8− L),

f ′′y2 = 2E(5− L) + 2yE(−2y)(5− L) + 2yE(−10y) = 2E[5− 20y2 + L(2y2 − 1)].

�

�

�

x

y

z

Далее вычисляем величины, определяемые теоремой о достаточном условии
экстремума функции двух переменных. Для этого подставляем значения коор-
динат стационарных точек в формулы для вторых производных.

1) P0(0, 0). L = 0, E = 1 ⇒ A = 6, B = 0, C = 10 ⇒ Δ > 0, A > 0 ⇒ P0−
точка минимума. f(P0) = 0.

2) P±1(0,±1). L = 5, E = e−1 ⇒ A < 0, B = 0, C < 0 ⇒ Δ > 0, A < 0 ⇒
P±1− точки максимума. f(P±1) = 5/e ∼ 1.8.

3) P±2(±1, 0). L = 3, E = e−1 ⇒ A < 0, B = 0, C > 0 ⇒ Δ < 0 ⇒ P±2− не
являются экстремумами (седловые точки) f(P±2) = 3/e ∼ 1.1.

Осталось исследовать функцию на границе области определения, то есть на
множестве ∂D : x2 + y2 = 9. Имеем, что на этом множестве f ≥ 0 и, кроме того,
f
∣∣
∂D

= (27 + 2y2) e−9 ≤ 45e−9 < 1. Следовательно, Max f = 5/e, Min f = 0.
Таким образом, множество значений является промежутком [0, 5/e].

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ Укажите наименьшее значение и точку, в которой оно достигает-

ся, для функции
a) V (a, b) = (2a + b− 1)2 + (a + 2b− 1)2 + (a + b− 8)2;
b) V (a, b) = (3a + b− 1)2 + (4a + b− 2)2 + (5a + b− 3)2.

Упр. 2.
◦ Для какой из нижеперечисленных функций точка (0, 0) является

точкой минимума?
a) V (a, b) = 2(a2 + b2) + 3(a3 + b3) + (a4 + b4);
b) V (a, b) = (a2 − ab + b2) + 3(a3 − b3) + (a4 + b4);
c) V (a, b) = 2(a + b)2 + 3(a3 + b3) + (a4 + b4).
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Упр. 3.
◦ Исследуйте на условный экстремум функцию f(x, y) = x2 + y2 − xy,

если x2 + y2 = 1.

Упр. 4.
◦ Для каждой из шести функций, определенных на множестве D :

|x| ≤ 3, |y| ≤ 4, укажите наибольшее и наименьшее значения.

f1(x, y) =
x2 + y2

4
+ 1

a)

�

�

�

x

y

z

f2(x, y) =
1

2

(
x2 − y3

9
+ y

)
+ 2

b)

�

�

�

x

y

z

f3(x, y) =
x2

4
− y2

9
+ 3

c)

�

�

�

x

y

z

f4(x, y) =
x(x + y)

6
+ 3

d)

�

�

�

x

y

z

f5(x, y) = 2 sinxy + 3

e)

�

�

�

x

y

z

f6(x, y) =
√
x2 + y2 + 2

f)

�

�

�

x

y

z
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Упр. 5.
◦ Для каждой из четырех функций, рассматриваемых на пересечении

указанного множества D с ОДЗ, укажите абсолютные экстремумы, если они
существуют.

F1(x, y) =
2xy√
x2 + y2

D : |x| ≤ 3, |y| ≤ 4

a)

�

�

�

x

y

z

F2(x, y) = 2 sinx sin y sin(x + y) + 2

D : |x| + |y| ≤ π

b)

�

�

�

x

y

z

F3(x, y) =
xy

2
ln(x2 + y2)

D : x2 + y2 ≤ e2

c)

�

�

�

x

y

z

F4(x, y) = ln(x2 + y)2

D = �ABC : A(2,−4), B(−2,−4), C(0, 3)

•

d)

�

�

�

x

y

z

•A

•C
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Упр. 6.
◦ Исследуйте на абсолютный экстремум указанную функцию f(x, y)

на указанном множестве D.

a) f(x, y) = x2 − y2 + 2x− 2y, D: x2 + y2 ≤ 2;

b) f(x, y) = (x + 2y) e−x−y, D: |x|+ |y| ≤ 2;

c) f(x, y) = x3 + y3

(x + y)3
, D: x, y ≥ 0, x2 + y2 �= 0;

d) f(x, y) = xy

(1 + x)(x + y)(y + 2)
, D: 1 ≤ x, y ≤ 2.

Упр. 7.
◦ Найдите наибольшее и наименьшее значения функции f(x, y, z) = x+

y+z на множестве D, являющемся эллипсоидом, ограниченным поверхностью

x2

2
+ y2

3
+ z2

4
= 1.

О т в е т ы

Упр. 1. a) MinV = V (1, 1) = 36; b) MinV = V (1,−2) = 0. Упр. 2. a) и

b). Упр. 3. Min ϕ=0f = f

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
= 1

2
; Max ϕ=0f = f

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
=

3

2
. Упр. 4. a) Min f1 = 1, Max f1 = 7, 25; b) Min f2 = 4

9
, Max f2 =

8 1

18
; c) Min f3 = 11

9
, Max f3 = 5, 25; d) Min f4 = 2, 5, Max f4 = 6, 5;

e) Min f5 = 1, Max f5 = 5; f) Min f6 = 2, Max f6 = 7. Упр. 5. a)
MinF1 = F1(3,−4) = F1(−3, 4) = −4, 8, MaxF1 = F1(3, 4) = F1(−3,−4) =

4, 8; b) MinF2 = F2(
2π

3
,−π

3
) = 2 − 3

√
3

4
, MaxF2 = F2(

π

3
,

π

3
) = 2 + 3

√
3

4
; c)

MinF3 = F3(− e
√

2

2
,

e
√

2

2
) = − e2

2
, Max F3 = F3(

e
√

2

2
,

e
√

2

2
) = e2

2
; d) MinF4 не

сущ., MaxF4 = F4(0,−4) = 4 ln 2. Упр. 6. a) Min f = f

(
±1−√3

2
,±1 +

√
3

2

)
=

−3
√

3, Max f = f

(
±1 +

√
3

2
,∓1−√3

2

)
= 3

√
3; b) Min f = f (0,−2) = −4e2,

Max f = f
(
−5

6
,
7

6

)
= 3

2
e−1/3. c) Min f = f (x, x) = 1

4
, Max f = f (x, 0) =

f (0, y) = 1; d) Min f = f (2, 1) = 2

27
, Max f = f

(
3
√

2, 3
√

4
)

= (1 + 3
√

2)−3.

Упр. 7. Min f = f
(
−2

3
,−1,−4

3

)
= −3, Max f = f

(
2

3
, 1,

4

3

)
= 3.
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4. Метод наименьших квадратов
Рассмотрим набор пар чисел (x1, y1), (x2, y2), (xn, yn), который будем называть
статистической выборкой или просто статистическим рядом. При этом мы пред-
полагаем, что x1 < x2 < . . . < xn. Задача этой главы состоит в том, чтобы
научиться строить линейную функцию f(x) = ax+ b, которая в каком-то смыс-
ле наиболее «удачно» описывала бы этот статистический ряд, то есть такую
функцию f(x), для которой «суммарное отклонение» графика функции f(x) от
заданных точек было бы наименьшим. Эту линейную функцию будем называть
оптимальной.

Естественной представляется задача нахождения таких параметров a и b,
для которых сумма

∑n
i=1 |f(xi) − yi| была бы минимальной. Однако c такой

функцией достаточно трудно работать. Например, она не везде является диф-
ференцируемой. Поэтому принято в качестве функции, минимум которой сле-
дует найти, рассматривать функцию

V (a, b) =
n∑

i=1

(f(xi)− yi)2 =
n∑

i=1

(axi − yi + b)2.

Вначале введем несколько обозначений.
n–мерный вектор (x1, x2, . . . , xn) будем обозначать через X. Соответственно

Y = (y1, y2, . . . , yn).
X2 = (X, X) = x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n. Аналогично определяется Y 2.

XY = (X, Y ) = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn — скалярное произведение X и Y .

X̃ = x1 + x2 + . . . + xn

n
— среднее арифметическое набора X. Аналогично

определяется Ỹ . Зачастую удобнее иметь дело с усредненными значениями X
и Y и рассматривать наборы

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), η = (η1, η2, . . . , ηn), ξi = xi − X̃, ηi = yi − Ỹ .

Пример 1. Статистический ряд задается таблицей

X 1 2 3 5 6 7

Y 1 2 3 3 4 5
⇒
�

X̃ = 4

Ỹ = 3

�
⇒

ξ −3 −2 −1 1 2 3

η −2 −1 0 0 1 2
.

Здесь ξ2 = (−3)2 + (−2)2 + (−1)2 + 12 + 22 + 32 = 28,

ξη = (−3)(−2) + (−2)(−1) + (−1) · 0 + 1 · 0 + 2 · 1 + 3 · 2 = 16.

Для усредненного статистического ряда функция V (a, b) имеет вид

V (a, b) =
n∑

i=1

(f(ξi)− ηi)2 =
n∑

i=1

(aξi − ηi + b)2.

Найдем ее частные производные:
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∂V

∂a
= ∂

∂a

n∑
i=1

(aξi−ηi + b)2 = 2
n∑

i=1

ξi(aξi−ηi + b) = 2a

n∑
i=1

ξ2
i −2

n∑
i=1

ξiηi +2b

n∑
i=1

ξi.

Поскольку
n∑

i=1

ξi = 0, то ∂V

∂a
= 2aξ2 − 2ξη.

∂V

∂b
= ∂

∂b

n∑
i=1

(aξi − ηi + b)2 = 2
n∑

i=1

(aξi − ηi + b) = 2a
n∑

i=1

ξi − 2
n∑

i=1

ηi + 2bn.

Следовательно, ∂V

∂b
= 2bn.

Стационарные точки определяются системой уравнений⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂V

∂a
= 0

∂V

∂b
= 0

⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

aξ2 = ξη

b = 0.
⇒ a =

ξη

ξ2
, b = 0.

Для вторых производных получим выражения:

A = ∂2V

∂a2
= 2ξ2, B = ∂2V

∂a∂b
= 0, C = ∂2V

∂b2
= 2n.

Таким образом, � = AC −B2 = 4nξ2 > 0.
Поскольку A > 0, мы имеем единственный минимум.

Пример 2. Рассмотрим статистический ряд из примера 1.

�

�

x

y

•
•
•
• •

•
• •

�

�

ξ

η

•

•
•
• •

•
•

Здесь a = 16

28
= 4

7
, b = 0. Уравнение оптимальной прямой имеет вид

y = 4

7
x. Эта прямая изображена на рисунке справа. Для первоначального на-

бора уравнение оптимальной прямой имеет вид y− Ỹ = 4

7
(x− X̃). Подставляя

значения из примера 1 (X̃ = 4, Ỹ = 3), получим уравнение

y − 3 = 4

7
(x− 4) ⇔ y = 4

7
x + 5

7
.

Эта прямая изображена на рисунке слева.
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Пример 3. Построить прямую, аппроксимирующую данные, указанные в сле-
дующей таблице:

X −6 −4 −3 −1 1 2 3 5 6 7

Y 9 7 6 1 −1 3 2 1 1 1
.

Решение. Во-первых, найдем средние арифметические наборов X и Y : X̃ =
1, Ỹ = 3. Теперь мы можем записать ряды усредненных данных:

ξ −7 −5 −4 −2 0 1 2 4 5 6

η 6 4 3 −2 −4 0 −1 −2 −2 −2
.

Далее вычисляем необходимые величины. ξ2 = 49 + 25 + 16 + 4 + 1 + 4 + 16 +
25 + 36 = 176,

ξη = −42− 20− 12 + 4 + 0 + 0− 2− 8− 10− 12 = −102.

Таким образом, a = −102

176
= −51

88
.

�

�

x

y

•

•
•
•

•
•

•
•

• • •
�

�

ξ

η

•

•
•
•

•
•

•
•

• • •

Уравнение искомой (модельной) прямой имеет вид:

y − Ỹ = −51

88
(x− X̃) ⇔ y − 3 = −51

88
(x− 1)⇔ y = −51

88
x + 351

88
.

Задача решена.

Упр. 1. Постройте прямую, аппроксимирующую следующие данные:

a)
X −7 −3 −1 0 1 2 3 4 5 6

Y 1 −3 −2 −1 1 −1 1 4 5 5
.

b)
X −5 −3 0 1 2 3 4 5 6 7

Y 2 −2 0 −1 2 −1 3 4 6 7
.
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5. Двойные интегралы
К понятию двойного интеграла естественно приводит задача о нахождении объ-
ема тела в трехмерном пространстве. По аналогии с одномерным определенным
интегралом мы начинаем с объема подграфика неотрицательной функции.

Рассмотрим функцию z = f(x, y), заданную на множестве D пар перемен-
ных x, y. Мы предполагаем, что множество D имеет площадь S(D). Заданно-
му множеству и заданной функции мы хотим сопоставить числовую величину
V (D, f), удовлетворяющую достаточно естественным требованиям. В частно-
сти таким, чтобы в случае неотрицательной «достаточно хорошей» (например,
непрерывной) функции эту величину можно было бы назвать объемом под-
графика, то есть тела, состоящего из точек с координатами x, y, z такими, что
(x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ f(x, y).

Заметим, что не каждому множеству на плоскости можно сопоставить число,
которое является его площадью. Если это возможно сделать, то множество мы
называем измеримым.

Основные свойства двойного интеграла

1◦. Интеграл по множеству, площадь которого равна нулю, сам равен нулю.
То есть если S(D) = 0, то V (D, f) = 0 для любой функции f(x, y), определен-
ной на D. Это свойство будем называть непрерывностью интеграла по
первому аргументу.
Заметим, что свойство 1◦ можно записать в несколько видоизмененной фор-
ме:
1̃◦. Пусть D′ ⊂ D, S(D \D′) = 0. Тогда V (D′, f) = V (D, f) для любой функ-
ции f(x, y), определенной на D. (При этом, как всегда в подобных ситуациях,
подразумевается, что если значение функции V в одной части равенства су-
ществует, то существует и в другой.)
2◦. Аддитивность по первому аргументу. Пусть множество D представ-
лено в виде объединения конечного числа (k) непересекающихся измеримых
подмножеств Di, i = 1, 2, . . . , k.

D = D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dk, Di ∩Dj = ∅ при i �= j.

Тогда
a) f интегрируема на D тогда и только тогда, когда она интегрируема и на
каждом из Di;
b) V (D, f) = V (D1, f) + V (D2, f) + · · ·+ V (Dk, f).
3◦. Линейность по второму аргументу. Пусть f(x, y) = λ1f1(x, y) +
λ2f2(x, y) + λjfj(x, y). Если fi при каждом i = 1, 2, . . . j интегрируема на
D, то и функция f интегрируема и при этом

V (D, f) = λ1V (D, f1) + λ2V (D, f2) + · · ·+ λjV (D, fj).
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4◦. Нормировка интеграла. V (D, 1) = S(D). Если функция f на мно-
жестве D тождественно равна единице, то интеграл совпадает с площадью
области интегрирования.
5◦. Монотонность. f(x, y) ≤ g(x, y) ⇒ V (D, f) ≤ V (D, g).

Выписанные свойства позволяют построить класс интегрируемых функций
(то есть функций, для которых определена функция V ), следующим образом.
Первоначально в этот класс включаются постоянные (на множестве D, имею-
щем площадь) и кусочно-постоянныефункции. Далее, если уже определен класс
F интегрируемых функций и, кроме того, f(x, y) возможно сопоставить един-
ственным образом число V (D, f), (и, следовательно, это можно сделать для
каждого сужения f на измеримое подмножество D′ ⊂ D), удовлетворяющее
перечисленным свойствам, то функция f включается в этот класс. Оказыва-
ется, что класс интегрируемых функций достаточно широк. Во всяком случае
настолько, что включает в себя все непрерывные, ограниченные функции.
Теорема о интегрируемости непрерывных, ограниченных функций.
Пусть f определена, непрерывна и ограничена на множестве D, причем D
имеет площадь. Тогда f интегрируема.

Используя свойство 1̃◦, легко расширить множество интегрируемых функ-
ций.
Теорема об интегрируемости почти везде непрерывных функций.
Пусть f определена, непрерывна и ограничена на множестве D везде, за ис-
ключением, быть может, множества, имеющего нулевую площадь. Тогда f
интегрируема.

Из свойств интеграла вытекает также
Теорема о среднем. Пусть существуют наибольшее M и наименьшее m
значения функции f на множестве D. Тогда в промежутке [m, M ] найдется
число c такое, что V (D, f) = cS(D).

Это число c называется интегральным средним функции f на D.

Основным инструментом вычисления двойного интеграла служит основная
формула объема тела. Рассмотрим тело, расположенное в трехмерном коор-
динатном пространстве так, что наименьшее значение координаты x для точек
тела равно a, а наибольшее – b. Предполагается, что при каждом x между a и
b сечение тела плоскостью x = const имеет площадь, равную Q(x). Тогда объем
тела равен

V =
∫ b

a

Q(x) dx − основная формула объема.
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Решение. Предполагая плотность равной 1, вычисляем площадь:

m = V (D, 1) =
∫ 3

0

dx

∫ √
3x

0

dy =
∫ 3

0

√
3xdx = 2√

3
x3/2

∣∣∣∣3
0

= 6.

Далее:

Mx = V (D, y) =
∫ 3

0

dx

∫ √
3x

0

ydy =
∫ 3

0

3xdx

2
= 3x2

4

∣∣∣∣3
0

= 27

4
.

My = V (D, x) =
∫ 3

0

xdx

∫ √
3x

0

dy =
√

3
∫ 3

0

x
√

xdx = 2
√

3x5/2

5

∣∣∣∣3
0

= 54

5
.

Таким образом,
Xc = 9

5
, Yc = 9

8
.

Вычисление объема.
Пример 6. Найти объем тела, определяемо-

го неравенствами z ≤ 1 + x2 + y2

2
, x, y, z ≥

0, x + y ≤ 3.

Решение. Тело представляет собой подгра-

фик функции f(x, y) = 1 + x2 + y2

2
на множе-

стве D : x, y ≥ 0, x + y ≤ 3. Таким образом,

V = V (D, f).

Переходя к повторному интегралу, получаем x

y

z

V =
∫ 3

0

dy

∫ 3−y

0

(
1 + x2 + y2

2

)
dx =

∫ 3

0

dy

(
x + x3

6
+ y2x

2

)∣∣∣∣3−y

0

=

=
∫ 3

0

(
3− y + (3− y)3

6
+ y2(3− y)

2

)
dy = 1

6

∫ 3

0

(
18− 6y + 27− 27y + 9y2 − y3+

9y2 − 3y3
)
dy = 1

6

∫ 3

0

(
45− 33y + 18y2 − 4y3

)
dy = 1

6

(
45y − 33y2

2
+ 6y3 − y4

) ∣∣∣∣3
0

=

= 1

6

(
45 · 3− 3332

2
+ 6 · 33 − 34

)
= 1

2

(
45− 99

2
+ 54− 27

)
= 1

2
· 45

2
= 45

4
= 11, 25.
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В заключение заметим, что обозначение V (D, f) для двойного интеграла
отличается простотой, но обладает, например, тем недостатком, что в нем нет
указания на систему координат и намека на формулу, преобразующую интеграл
при переходе к другим координатам (при замене переменных). Более привыч-
ным и устоявшимся является обозначение

V (D, f) =
∫∫

D

f(x, y) dxdy.

Его мы и будем использовать далее.

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ Найдите интеграл от функции f(x, y) по прямоугольнику D :

a) 3 sin(x− y), [−π; π]× [−π; π] ; b) 1 + 2x− 3y + 5x2y, [−3; 3]× [−4; 4] ;

c) y2 + x2 sin y, [0; 2]× [−2; 2] ; d) cos(x− y)− cos(x + y), [−1; 1]× [−2; 2];

e) y cos πx, [1; 2]× [1; 2]; f) 2− x− 7y + x2 + xy2, [−2; 2]× [−3; 3] .

Упр. 2.
◦ Найдите интегралы по прямоугольнику D : 1 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 2 от

функций:

a) xy − 1

x
, b) x3 + y, c) 1 + x sin y, d) y cosπx, e) y√

x
.

Упр. 3.
◦ Найдите интегралы от тех же функций по треугольнику, ограни-

ченному линиями y = x− 1, y = 0, x = 3.

Упр. 4.
◦ Найдите интегралы по треугольнику D, ограниченному прямыми

x = 4, y = 4, x + y = 0 от функций:

a)xy, b) (x− y)3, c) sin3 xy, d)xy cosπx, e) 3
√

x− y − 3
√

y − x.

Упр. 5.
◦ Изобразите область D и измените порядок интегрирования в по-

вторных интегралах:

a)

� 3

−1

dy

� 3

y2−2y

f(x, y)dx, b)

� 1

0

dy

� 1+
√

1−y2

2−y

f(x, y)dx, c)

� 4

1

dx

� 4/x

1

f(x, y)dy.

Упр. 6.
◦ Изобразите область D и найдите следующие повторные интегралы:

a)

� 1

−1

dx

� 0

x−1

x2ydy, b)

� 2

0

dy

� 2−y

y−2

x cos πydx, c)

� e

1

dy

� e−y

y−e

x2

y
dx.

Упр. 7. В задачах предыдущего упражнения поменяйте пределы интегриро-
вания и вновь вычислите интегралы.
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Упр. 8.
◦ Найдите интегралы от функции f(x, y) по области D :

a) f = x2y D : x2 + y2 = 4, x + y = 2;
b) f = sin(x − y) D : x + y = π, x = y, y = 0;
c) f = x− y D : 2y = x2, 2x = y2.

Упр. 9.
◦ Найдите площади фигур, ограниченных линиями:

a) xy = 4, x + y = 5; b) x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = x, y =
√

3x;

c) xy = 5, x = 1, y = 1; d) xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x.

Упр. 10.
◦ Найдите координаты центра тяжести однородных (масса равно-

мерно распределена) плоских фигур, заданных условиями:
a) x, y ≥ 0, x + y ≤ 2; b) x, y ≥ 0, 2x + y ≤ 3;

c) y ≥ 0, x2 + y ≤ 4; d) x ≥ 5, x + y2 ≤ 9;

e) 1 ≤ x ≤ 2, y ≥ 0, y ≤ 1√
x
; f) x, y ≥ 0,

√
x + y ≤ 1.

Упр. 11.
◦ Найдите объемы тел, ограниченных поверхностями:

a) x = 0, y = 0, z = 0, x + 2y + 3z = 6;
b) x = 0, y = 0, z = 0, x + y = 1, z = x2 + y2;
c) x = 0, y = 0, x = 1, y = 1, z =

√
xy.

Упр. 12. Вычислите интегралы от функций, рассмотренных в упражнении 4
главы 3., на указанных в этом упражнении областях.

О т в е т ы

Упр. 1. a) 0; b) 48; c)
64

3
; d) 0; e) 0; f) 80. Упр. 2. a) 8−2 ln 3; b) 44; c) 4(2−cos 2);

d) 0; e) 4(
√

3−1). Упр. 3. a) ln 3+
4

3
; b) 29

11

15
; c) 5−3 sin 2−cos 2; d)

2

π2
; e)

4

15
(3
√

3−2).

Упр. 4. Везде 0. Упр. 5. a)

� 3

−1

dx

� 1+
√

1+x

1−√1+x

f(x, y)dy; b)

� 2

1

dx

� √2x−x2

2−x

f(x, y)dy; c)

� 4

1

dy

� 4/y

1

f(x, y)dx. Упр. 6. a) − 8

15
; b) 0; c)

2

3

�
−5

6
e3 + 3e2 − 3

2
e +

1

3

�
. Упр. 8. a)

1, 6 или −1, 6; b)
π

2
; c) 0. Упр. 9. a) 7, 5− 5 ln 2; b)

π

3
+

3
√

3

4
− 7

4
; c) 5 ln 5− 4; d)

ln 2

2
.

Упр. 10. a) xc =
2

3
, yc =

2

3
; b) xc =

1

2
, yc = 1; c) xc = 0, yc = 1, 6; d) xc = 6, 6, yc = 0;

e) xc =
7

3
, yc =

ln 2

2
; f) xc =

3

10
, yc =

1

4
. Упр. 11. a) V = 6; b)

1

6
; c)

4

9
.
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6. Отображения и замены переменных
Матрица Якоби
В этой главе мы рассмотрим отображения (функции), действующие из Rn в Rm,
то есть определенные на подмножествах эвклидова пространства размерности
n, и принимающие значения в пространстве размерности m. Записывается это
так:

f : D ⊂ Rn → Rm.

Если мы хотим указать, как обозначаем независимую переменную и координат-
ные функции, то записываем по-другому:

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . fm(x)), x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ D ⊂ Rm.

Наконец, отметим, что координатные функции удобнее записывать столбцом,
то есть запись может иметь вид

y = f(x) :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

y1 = f1(x1, x2, . . . , xm),
y2 = f2(x1, x2, . . . , xm),
...

...
ym = fm(x1, x2, . . . , xm),

y =

⎛
⎜⎜⎜⎝

y1

y2

...
ym

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Мы предполагаем, что это отображение является гладким, что означает, что су-
ществуют и непрерывны первые частные производные всех координатных функ-
ций, то есть определены и непрерывны производные ∂fi

∂xj
при 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤

n. Важную роль при изучении свойств отображения играет матрица, строками
которой являются градиенты координатных функций, то есть матрица

J ≡ J(f)(x) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
∇f1

∇f2

...
∇fm

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . .

∂f1

∂xn

∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
. . .

∂f2

∂xn
...

...
...

∂fm

∂x1

∂fm

∂x2
. . .

∂fm

∂xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Эта матрица называется матрицей Якоби отображения f в точке x. Другие
обозначения для матрицы Якоби: Dy

Dx
,

∂f

∂x
или просто Df. Мы будем придер-

живаться обозначения, указанного выше, то есть использовать букву J.

Пример 1. Отображение f : R3 → R2 задано координатными функциями
f1(x) = x2

1 + x2
2 + x2

3, f2 = x1x2x3. Написать матрицу Якоби отображения
в точке (1, 0,−1).

Решение.

J(f)(x) =
(

2x1 2x2 2x3

x2x3 x1x3 x1x2

)
⇒ J(f)(1, 0,−1) =

(
2 0 −2
0 −1 0

)
.
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Упр. 1. Отображение f : Rn → Rm задано координатными функциями. На-
пишите матрицу Якоби в точке x∗.

n m f1 f2 f3 x∗

a) 2 3 x3
1 − x3

2 ln(x1x2) x1/x2 (1, 2)

b) 3 1 x1 − 2x2 + 3x3 — — (1, 1, 1)

c) 1 3 x1 − sin x1 cos x1e
x1 x1 − sin x1 (π)

d) 2 2 x2
1 − x2

2 x2
1 + 2/x2

2 — (−1, 1)

e) 3 3 x1 − x2 + x3 2x1 − 3x2 − x3 3x1 + 5x2 − 7x3 (1, 0, 0)

Рассмотрим теперь отображение g, определенное на подмножестве G ⊂ Rk,
задаваемое n координатными функциями, то есть отображение вида g : G ⊂
Rk → Rn. При этом мы предполагаем (помимо того, что отображение гладкое),
что g(G) ⊂ D, то есть, что корректно определено «сквозное» или «составное»
или «сложное» отображение (которое также называется композицией отобра-
жений f и g) f ◦ g : Rk → Rm, f ◦ g(u) = f(g(u)), u = (u1, u2, . . . , uk) ∈ Rk. В
этом случае производная (матрица Якоби) отображения, как и в одномерном
случае, считается по «цепному» правилу или «правилу цепочки»:

J(f ◦ g)(u) = J(f)(g(u)) · J(g)(u).

Пример 2. Проверить цепное правило для двух отображений

f(x) =
{

x2
1 + x2

2

2x1x2,
g(u) =

{
u2 sinu1

u2 cosu1,
k = n = m = 2.

Решение. J(f)(x) =
(

2x1 2x2

2x2 2x1

)
, J(g)(u) =

(
u2 cosu1 sin u1

−u2 sin u1 cosu1

)
.

Перемножаем матрицы, имея в виду, что x1 = u2 sinu1, x2 = u2 cosu1. Получим

J(f)(g(u)) · J(g)(u) =
(

0 2u2

2u2
2 cos 2u1 2u2 sin 2u1

)
.

Продифференцируем теперь суперпозицию f(g(u)) непосредственно.

f(g(u)) =
{

u2
2

u2
2 sin 2u1

⇒ J(f(g(u))) =
∂(f ◦ g)

∂u
=
(

0 2u2

2u2
2 cos 2u1 2u2 sin 2u1

)
.

Результаты, естественно, совпали.
Ниже мы рассмотрим различные типы отображений при небольших n и m.

Если n = m = 1, то отображение представляет собой хорошо знакомый объект
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Заметим, что матрицей Якоби отображения f служит gradf, а матрицей
Якоби отображения p — вектор-столбец, состоящий из производных координат-
ных функций. Перемножая эти матрицы-вектора, получим 1-е правило диф-
ференцирования сложной функции:

(f ◦ p )′(t) =
∂f(x, y)

∂x
ϕ′(t) +

∂f(x, y)
∂y

ψ′(t)
∣∣∣∣

x=ϕ(t), y=ψ(t)

.

Разумеется, функцию f ◦ p как функцию одной переменной t можно и инте-
грировать. При этом в зависимости от задачи образуются следующие два типа
интегралов.

Криволинейный интеграл 1-го рода. Если в качестве параметра брать
длину l дуги кривой, начинающейся в точке A и заканчивающейся в точке B,

(этот параметр называется натуральным), то интеграл
∫

AB

f(x, y)dl представ-

ляет собой интеграл 1 рода. При другой параметризации используется формула
перехода

∫
AB

f(x, y)dl =
∫ t1

t0

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.

В частности, при явном задании функции в виде y = h(x), a ≤ x ≤ b, формула
приобретет следующий вид:

∫
AB

f(x, y)dl =
∫ b

a

f(x, h(x))
√

1 + (h′(x))2 dx.

Криволинейный интеграл 2-го рода — это интеграл вида
∫

AB

P (x, y)dx+

Q(x, y)dy. Подставляя параметризацию кривой, вдоль которой производится ин-
тегрирование, получим формулу для интеграла 2 рода.

∫
AB

P (x, y)dx + Q(x, y) dy =
∫ t1

t0

(P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) + Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)) dt.

Упр. 5. Вычислите интегралы I1 =
∫

xdl, I2 =
∫

x2dl, S = 1

2

∫
xdy − ydx

по окружности, астроиде и семилепестковой ромашке.

Упр. 6. Попытайтесь вычислить те же интегралы по локону Аньези. Какие
проблемы здесь возникают?
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Отображения плоскости на плоскости (n = 2, m = 2)
Рассмотрим область D на плоскости (x, y) и отображение F : R2 → R2. Это
отображение задается двумя координатнымифункциями u = u(x, y) и v = v(x, y).
Если обозначить z = (x, y) и w = (u, v), то отображение запишется в виде
w = F (z).

Мы по-прежнему предполагаем, что это отображение является гладким, то
есть, что существуют и непрерывны частные производные ∂u

∂x
,

∂u

∂y
,

∂v

∂x
,

∂v

∂y
.

Матрица Якоби отображения имеет вид:

J = J(F ) =
D(u, v)
D(x, y)

=
∂F

∂z
=

⎛
⎝ ∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

⎞
⎠ .

Определитель матрицы Якоби называется якобианом и обозначается через detJ(F
или |J(F )|.

Если якобиан отображения положителен, то говорят, что отображение сохра-
няет ориентацию. Если якобиан отрицателен, то отображение меняет ориентацию.

Пример 5. На левой картинке изображена область на плоскости. На двух
остальных картинках изображены образы этой же области на другие коорди-
натные плоскости.

�

�

x

y

x + y ≤ 5, x ≥ 0, y ≥ 0

• �

�

u

v

det J=
∣∣∣∣ 1 1

1 0

∣∣∣∣=−1

•

F1 :

{
u = x + y

v = x

u ≤ 5, 0 ≤ v ≤ 5

∗
�

�

u

v

det J=
∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣=2

•

F2 :

{
u = x + y

v = y − x

0 ≤ u ≤ 5, −u ≤ v ≤ u

∗

Двойной интеграл от функции P (z) = P (x, y) по области D преобразовыва-
ется по формуле∫∫

D

P (z) dxdy =
∫∫

D∗

P (F−1(z))
| detJ(F )| dudv =

∫∫
D∗

P ∗(u, v)
| detJ | dudv.

Здесь | detJ(F )| — абсолютная величина якобиана (определителя матрицы Яко-
би) отображения, то есть сам определитель, если отображение F сохраняет ори-
ентацию и определитель с обратным знаком, если отображение меняет ориен-
тацию.
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Замены более удобно осуществлять с помощью «обратных» координатных функций:
x = x(u, v), y = y(u, v). Такое обратное отображение будем обозначать через G = G(u,
v). Его якобиан J(G) является обратной величиной к якобиану J(F), где F — прямое
отображение. В этом случае справедлива формула, аналогичная предыдущей формуле:



Пример 8. Найти
∫∫

D

(x2 + y2) dxdy по области D на плоскости, ограничен-

ной окружностями x2 + y2 + 2x − 3 = 0, x2 + y2 + 2x = 0, с помощью замен
x = −1 + r cosϕ, y = r sin ϕ.

Решение. Область D∗ задается неравенствами 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 1 ≤ r ≤ 2. Тогда∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =
∫∫

D∗
(1 + r2 − 2r cosϕ) r drdϕ =

� 2

1

�� 2π

0

(1 + r2 − 2r cos ϕ) r dϕ

�
dr = 2π

� 2

1

(1 + r2) r dr = 2π ·
�

r2

2
+

r4

4

�����
2

1

=
21π

2
.

Пример 9. Вычислить интеграл Эйлера – Пуассона K =
∫ ∞

0

e−x2
dx.

Решение. Рассмотрим двойной интеграл J =
∫∫

D

e−x2−y2
dxdy, D : x ≥

0, y ≥ 0. Сделаем полярную замену переменных Область D∗ задается нера-
венствами 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, r ≥ 0. Тогда∫∫

D∗
e−r2

r dϕdr = π

2
I, где I =

∫ ∞

0

e−r2
r dr = 1

2

∫ ∞

0

e−t dt = 1

2
.

Таким образом, J = π

4
. Запишем теперь вычисляемый интеграл J как повтор-

ный: ∫∫
D

e−x2−y2
dxdy =

∫ ∞

0

e−y2
dy

∫ ∞

0

e−x2
dx =

(∫ ∞

0

e−x2
dx

)2

.

Отсюда следует, что K2 = J = π

4
⇒ K =

√
π

2
.

Пример 10. Найти
∫∫

D

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy, D : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1.

Решение. Область D∗ задается неравенствами 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 1. Тогда

∫∫
D∗

√
1− r2

1 + r2
r dϕdr = π

2
I, где I =

∫ 1

0

√
1− r2

1 + r2
r dr.

Для подсчета интеграла I сделаем сначала замену переменной r2 = t. Тогда

I = 1

2

∫ 1

0

√
1− t

1 + t
dt. Положим здесь t = cosα. Поскольку 1− cos α

1 + cos α
= tg2 α

2
, то

I = −1

2

� 0

π/2

tg
α

2
sin αdα =

� π/2

0

sin2 α

2
dα =

� π/2

0

1− cos α

2
dα =

π

4
− sin α

2

����
π/2

0

=
π − 2

4
.

Таким образом, двойной интеграл равен π(π − 2)

8
.
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З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 7.
◦ Найдите интегралы по области D, являющейся кругом радиуса 2 с

центром в начале координат:

a)
∫∫

D

(x2 + y2) dxdy, b)
∫∫

D

dxdy√
x2 + y2

, c)
∫∫

D

x2 dxdy.

Упр. 8.
◦ Найдите интегралы по области D, являющейся кругом радиуса 2 с

центром в точке (1, 1) :

a)
∫∫

D

(x2 + y2) dxdy, b)
∫∫

D

xdxdy, c)
∫∫

D

xy dxdy.

Упр. 9.
◦ Найдите площадь, статические моменты и координаты центра тя-

жести однородной (масса равномерно распределена) плоской фигуры, задавае-
мой условиями:

a) 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ √3x; b) 0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ cosx;

c) x ≥ 0,
x2

4
+ y2

9
≤ 1; d) 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1

x
;

e) y ≥ 0, x + y ≤ 2, y − x ≤ 2; f) x ≥ 0, x2 + y2 ≤ 9;
g) x ≥ 1, x2 + y2 ≤ 4; h) x ≥ 2, x2 + 4y2 ≤ 4x.

Упр. 10.
◦ Найдите

∫∫
D

f(x, y) dxdy от указанной функции по указанной об-

ласти D :
a) f = x + y, D : x2 + y2 + 2x ≤ 1, x2 + y2 + 2x ≥ 0;

b) f = x + y, D : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ √3 x;

c) f = x, D : x2 + y2 ≤ 2, x ≥ 1;

d) f = x2 + y2, D : �ABC, A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1);

e) f = ln(x2 + y2), D : x2 + y2 ≤ 1;

f) f = xy, D : x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ x, x2 + y2 ≤ 4.

О т в е т ы

Упр. 7. a) 8π, b) 4π, c) 4π. Упр. 8. a) 16π, b) 4π, c) 4π. Упр. 9. a) S = 6, Mx =
27/4, My = 54/5 ⇒ Xc = 9/5, Yc = 9/8; b) S = 1, Mx = π/8, My = π/2 − 1 ⇒ Xc =
π/2− 1, Yc = π/8; c) S = 3π, Mx = 0, My = 2 ⇒ Xc = 4/3π, Yc = 0; d) S = ln 2, Mx =
1/4, My = 1 ⇒ Xc = 1/ ln 2, Yc = 1/4 ln 2; e) Xc = 0, Yc = 2/3; f) S = 9π/2, Mx =
0, My = 18 ⇒ Xc = 4/π, Yc = 0; g) S = (8π − 3

√
3)/6, Mx = 0, My = 2

√
3 ⇒ Xc =

12
√

3/(8π−3
√

3), Yc = 0; h) S = π, Mx = 0, My = 2(π +4/3) ⇒ Xc = 2+8/3π, Yc = 0.
Упр. 10. a) − 3π, b) 4(

√
3 + 1)/3. c) 2/3, d) 1/3, e) − π, f) 1.
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Обыкновенные дифференциальные уравнения

1. Теоpема Пеано
Основной рассматриваемый объект – дифференциальное уравнение, разрешен-
ное относительно производной, ≡ система дифф. уравнений, разрешенных от-
носительно производной, ≡ нормальная система

dy

dx
= f(x, y),

где y — n-мерный вектор (вектор-функция), f(x, y) – n−мерная вектор-функция,
определенная и непрерывная на некотором подмножестве G ⊂ R×Rn. Заметим,
что при n = 1 уравнение называется скалярным.

G называется областью определения. Чаще всего будет предполагаться (если
не оговаривается противное), что G – открытое множество в Rn+1.

Функция ϕ называется pешением уpавнения, если
1) она опpеделена на некотоpом интеpвале I, пpичем (x, ϕ(x)) ∈ G ∀x ∈ I;
2) ϕ диффеpенциpуема на интеpвале I;
3) ϕ′(x) ≡ f(x, ϕ(x)) ∀x ∈ I.

График решения называется интегральной кривой. Иногда так называют и
само решение.

Будем говоpить, что решение ϕ = ϕ(x) удовлетвоpяет начальным условиям
(x0, y0), если y0 = ϕ(x0). Разумеется, пpи этом автоматически пpедполагается,
что (x0, y0) ∈ G . В этом случае говоpят также, что функция ϕ = ϕ(x) является
pешением задачи Коши dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0.

Решение с начальными данными (x0, y0) будем обозначать через ϕ(x, x0, y0).
Функция y(x, C) называется общим решением уравнения, если при каждом зна-
чении постоянной C (из некоторой области пространства Rn) оно является ре-
шением и, кроме того, для каждого решения существует C, такое что y(x, C)
совпадает с этим решением на его области определения.
Замечание. Зачастую некоторые решения (например, решение y ≡ 0 для урав-
нения Бернулли) не слишком хорошо «вписываются» в функцию y(x, C). В этом
случае их принято писать отдельно и общим решением мы считаем функцию
y(x, C) совместно с указанными отдельно решениями.

Будем говоpить, что pешение ϕ̃, опpеделенное на Ĩ , является пpодолжением
pешения y = ϕ(x), опpеделенного на I, если I ⊂ Ĩ и ϕ̃(x) = ϕ(x)∀x ∈ I. Соот-
ветственно, ϕ является сужением ϕ̃. Решение называется максимально пpодол-
женным или пpосто максимальным, если у него не существует пpодолжения.

Пример 1. Для уpавнения y′ = y2 фоpмула y = − 1

x
задает два макси-

мально пpодолженных pешения: одно из них опpеделено пpи x > 0, дpугое –
на (−∞; 0) . Решением задачи Коши x0 = 1, y0 = 1 будет функция y = 1

2− x
,

опpеделенная на (−∞; 2).
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2. Уравнения первого порядка
Уравнение с разделяющимися переменными
Уравнение первого порядка, записанное в симметричной форме, называется
уpавнением с разделяющимися переменными, если оно может быть приведено
к виду

m(x)dx + n(y)dy = 0.

Его общим интегралом является равенство M(x) + N(y) = C, где M(x) =∫
m(x)dx, N(y) =

∫
m(y)dy. Если задана точка с координатами x0, y0, то

решение удовлетворяет равенству

M0(x) + N0(y) = 0, где M(x) =
∫ x

x0

m(x)dx, N(y) =
∫ y

y0

m(y)dy.

Пример 1. Решить задачу Коши:
3x2dx + 4y3dy = 0, x0 = 2, y0 = 2.

Решение. Общим интегралом являет-
ся равенство x3 + y4 = C. Подставляя
начальные данные, получим, что C =
24. Следовательно, решение, проходящее
через указанную точку, удовлетворяет
уравнению x3 + y4 = 24. Это равенство
можно разрешить относительно каждой
из переменных: x = 3

√
24− y4 или y =

4
√

24− x3. (См. рисунок справа.)

�

�

x

y

3x2dx+ 4y3dy = 0, M(2, 2)

•

◦M

Пример 2. Решить задачу Коши: y′ = y(y − 1)

x(x− 1)
, x0 = 2, y0 = 2.

�

�

x

y

y′ =
y(y − 1)

x(x− 1)
, M(2, 2)

•

◦
M

Решение. Разделив переменные, запишем
уравнение в симметричном виде: dy

y(y − 1)
=

dx

x(x− 1)
⇒ ln

∣∣∣∣ y

y − 1

∣∣∣∣ = ln
∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣+ C1. Общим

интегралом является равенство y

y − 1
= C

x

x− 1
.

Отдельно следует рассмотреть решения y = 0,
y = 1, x = 0, x = 1. Точнее говоря, решениями
являются куски этих прямых, разбиваемые осо-
быми точками (0, 0); (0, 1); (1, 0) и (1, 1), то есть
точками, в которых не определена производная
— ни конечная, ни бесконечная. Решение с
указанными начальными данными — луч y = x,
x ∈ (1; +∞). Это решение соответствует C = 1.
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его в первоначальное уравнение, получим

C′(x)ϕ(x) + C(x)ϕ′(x) = a(x)C(x)ϕ(x) + b(x),

откуда следует, что C ′(x)ϕ(x) = b(x) ⇒ C(x) =
∫ x

∗
b(x)

ϕ(x)
dx. Выбрав в качестве

ϕ(x) функцию e
�

x
∗ a(t)dt, получим общее решение

y(x, C) = e
�

x
∗ a(x)dxdx

(
C +

∫ x

�

b(u)e−
�

u
∗ a(t)dtdu

)
.

Отметим, что первообразные в показателях экспонент должны быть одинако-
выми. Запишем также решение задачи Коши. При этом, чтобы не возникало
путаницы, лучше использовать различные обозначения связанных переменных
под интегралом.

y(x) = y0e
�

x
x0

a(t)dt +
∫ x

x0

b(u)e
�

x0
u

a(t)dtdu.

Запоминать эту формулу не обязательно. На практике удобнее пользоваться
непосредственно самой подстановкой.

Пример 6. Решить задачу Коши:

xy′ = y + x, x0 = 2, y0 = 2.

Решение. Общее решение однород-
ного уравнения имеет вид y = Cx.
Считая, что C = C(x), подставим
выражение y = C(x)x в уравнение:
xC ′(x)x + xC(x) = C(x)x + x ⇒ C ′(x) =
1

x
⇒ C(x) = ln |x| + C1. Значение посто-

янной C1 найдем, учитывая начальные
условия.

Ответ: ψ(x) = x(ln x

2
+ 1), x > 0.

�

�

x

y

xy′ = y + x, M(2, 2)

•

◦M

Уравнение Бернулли
Бернулли Иоганн (Johann I Bernoulli, 1667 – 1748). Один из достойнейших предста-
вителей знаменитого семейства, внесшего существенный вклад в развитие науки
(прежде всего математики и механики) в восемнадцатом веке. Родился и умер в
Базеле. Свою работу, посвященную интегрированию рассматриваемого уравнения,
опубликовал в 1695 году. Лейбниц сделал то же самое, но годом позже.

Уравнение Бернулли имеет вид y′ = a(x)y+b(x)yn, n ∈ R, n �= 0, 1. Оно
приводится к линейному уравнению с помощью замены z = y1−n.

Пример 7. Решить уравнение y′ = −y + y3.
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Решение. Отметим прежде всего, что y ≡ 0 является решением, и предпо-
ложим для определенности, что y0 > 0. Сделав замену z = 1/y2, получим
уравнение z′ = 2z − 2, общее решение которого z = Ce2x + 1.

Ответ: y(x, C) = ± 1√
Ce2x + 1

, y = 0.

�О продолжимости решений уравнения Бернулли. Заметим теперь, что
при C ≥ 0 неравенство z > 0 выполняется всегда, а при C < 0 — только при
x < − ln(−C)

2
. Это и есть область определения решения (см. рисунок).

�

�

�

�

x

y

x

z

y′ = −y + y3 z′ = 2z − 2

•

Таким образом, более полный ответ, то есть ответ с указанием области опре-
деления решений будет выглядеть следующим образом: y = 0, y(x, C) =

± 1√
Ce2x + 1

, где x ∈ R при C ≥ 0 и x < − ln(−C)

2
при C < 0.

На рисунке выделены кривые, соответствующие C = ±e2k, k = 0, ±1, ±2.

Упр. 1. Укажите, какие кривые соответствуют k = −1.

Заметим, что если в линейном уравнении все решения определены на том же
промежутке, на котором определены и непрерывны коэффициенты, то для урав-
нения Бернулли ситуация в некотором смысле обратная.

Упр. 2.
◦� Не существует уравнения Бернулли с n > 1 и непрерывными на

всей прямой коэффициентами a(x) и b(x), b(x) �≡ 0, все решения которого
продолжимы на всю вещественную прямую.

Пример 8. Сделав в уравнении z′ = z

x
− x замены z = 1/y и z = 1/y2,

перейти к уравнениям Бернулли. Записать общие решения каждого из них и
нарисовать картинки.

Решение. Заметим прежде всего, что множество всех решений уравнения (∗)
образуют ветви семейства функций z = Cx−x2, то есть сужения этих функций
на интервалы (−∞; 0) и (0; +∞). Сделав указанные замены, получим уравнения

y′ = − y

x
+ xy2 и y′ = − y

2x
+ xy3

2
. В первом случае имеем множество решений

y ≡ 0 и y = 1/(Cx− x2), причем C = 0 соответствуют два решения, определен-
ные на (−∞; 0) и (0;∞), C > 0 соответствуют три решения, определенные на
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(−∞; 0), (0, C) и (C;∞) и C < 0 соответствуют три решения, определенные на
(−∞; C), (C; 0) и (0;∞).

Во втором случае имеем множество решений y ≡ 0 и y = ±1/
√

Cx − x2 ,
причем C = 0 не соответствует ни одного решения, C > 0 соответствует пара
решений, определенных на (0; C) и C < 0 соответствуют две пары решений,
определенных на (−∞; C) и (0;∞) (см. рисунок).

�

�

x

z

z′ =
z

x
− x z = Cx− x2

•

�

�

�
�

��	

�
�

���

�

�

z = 1/y z = 1/y2

x

y

x

y

y′ = −y

x
+ xy2

y′ = − y

2x
+
xy3

2

•

Упр. 3. Укажите, какому C соответствуют выделенные кривые.

Уpавнение Риккати
Риккати Якопо Фpанческо (Jacopo Riccati, 1676 – 1754).

Итальянский ученый. Родился в Венеции. Учился и pаботал в Падуанском уни-
веpситете, хотя большую часть жизни пpовел в своем pодовом имении на севеpе
Италии (был гpафом).

Был шиpоко обpазован, состоял в пеpеписке с Лейбницем, стаpшими Беpнулли
(Hиколай I Беpнулли несколько лет учился в Падуе у Риккати). Был пpиглашен за-
нять пост пеpвого пpезидента Санкт-Петеpбуpгской Академии наук, но отказался
(этот пост занял впоследствии Блюментpост).

Уpавнение Риккати имеет вид y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x).

Пpи этом мы считаем, что коэффициенты a(x), b(x), c(x) опpеделены и непpе-
pывно диффеpенциpуемы на некотоpом интеpвале I ⊂ R.

Предложение. Если известно какое-либо частное pешение уpавнения Рик-
кати, то оно (это уpавнение) интегpиpуется в квадpатуpах.

Действительно, если η(x) — известное решение, то сделав замену y = z+η(x),
получим уравнение Бернулли.
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Пример 9. Рассмотрим уравнение y′ = y2− 2

x2
. Оно имеет решение η(x) = 1

x
.

Сделав замену y = z + 1

x
, получим уравнение Бернулли z′ = 2

x
z + z2, общее ре-

шение которого имеет вид z = 3x2

C − x3
, z ≡ 0. Таким образом, общее решение

заданного уравнения состоит из семейства y(x, C) = 3x2

C − x3
+ 1

x
и отдель-

ного решения η(x). (Можно считать, что это отдельное решение входит в
семейство при C =∞.)

Пpиведение к каноническому виду. Пpедположим, что a(x) �= 0 на I и
пpоведем в уpавнении pяд замен пеpеменных.
1) y = α(x)z. Уpавнение пpимет вид α′y + αz′ = aα2z2 + bαz + c ⇔ z′ = aαz2 +
(b− α′/α)z + c/α. Выбpав α = 1/a, получим уpавнение z′ = z2 + B(x)z + C(x),
где B = b + a′/a, C = ac.
2) z = u + β(x). Тогда u′ = u2 + (B(x)+ 2β(x))u + A(x), где A(x) = β2 + B(x)β +
C(x) − β′.

Заметим, что если A(x) ≡ 0, то уpавнение пpевpащается в уpавнение Беpнул-
ли и интегpиpуется в квадpатуpах. В то же вpемя уpавнение A(x) = 0 совпадает
с исследуемым уpавнением. Если же нет возможности обpатить в ноль коэффи-
циент A (что чаще всего и случается), то положив β(x) = −B(x)/2, пеpейдем к
уpавнению Риккати в канонической фоpме u′ = u2 +A(x), A = −B2/4+C =
−(b + a′/a)2/4 + ac.

Уравнение вида y′ = y2+Axk называется специальным уравнением Риккати.
Теорема Риккати (1724). Пpи k = 0, k = −2, k = − 4n

2n− 1
, n ∈ N специ-

альное уpавнение интегpиpуется в квадpатуpах.

Упр. 4. Ниже изображен портрет специального уравнения Риккати. Дока-
жите, что ни одно из решений этого уравнения не является продолжимым
направо до +∞, то есть не может быть функцией, определенной на луче
[a; +∞).

�

� y′ = y2 + x

x

y

1 2 3 4 5

1

2

3

−1−2−3−4−5
−1

−2

−3

−4

Упр. 5. Докажите, что только
одно решение приближается к
нижней ветке главной изоклины
при x → −∞, а остальные реше-
ния либо приближаются к верх-
ней ветви, либо непродолжимы
до −∞.
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Однородное уpавнение
Функция f(u, v) называется одноpодной cтепениm относительно пеpеменных u, v,
если для любого c �= 0 pавенство f(cu, cv) = cmf(u, v) является тождеством (на
области определения). Hапpимеp:
x2 + 3xy − 2y2 одноpодная степени 2 относительно x, y;

tg
x

x + y
одноpодная нулевой степени относительно x, y;

sin2 2x− cos4 x− 3 sinx cos3 x одноpодная степени 4 относительно sin x, cosx.

Дифференциальное уpавнение y′ = f(x, y) называется однородным, если
f(x, y) – однородная функция степени 0. Достаточно часто однородное урав-
нение записывается в симметричной форме a(x, y)dx + b(x, y)dy = 0, где a(x, y)
и b(x, y) — однородные функции одной степени m.

Однородное дифференциальное уравнение решается подстановкой y = tx.
После этого оно превращается в уравнение с разделяющимися переменными.
Иногда бывает удобно перейти к полярным координатам, используя замены
x = r cosϕ, y = r sin ϕ. Дифференцируя эти замены, получим равенства

dx = cosϕdr − r sinϕdϕ, dy = sinϕdr + r cosϕdϕ.

Пример 10. Решить уравнение (x + y)dx = (x − y)dy. Выделить решение,
проходящее через точку M(2, 2).

Решение. Перейдем к полярным координатам:

(cosϕ + sin ϕ)(cosϕdr − r sin ϕdϕ) =

= (cosϕ− sin ϕ)(sin ϕdr + r cosϕdϕ).

После упрощений получаем простое равен-
ство dr = rdϕ ⇒ ln r = ϕ + C. Чтобы
выделить интегральную кривую, проходя-
щую через указанную точку, отметим, что
функция ϕ определяется неоднозначно, с
точностью до 2π. Зафиксируем ветвь этой
функции, принимающую в точке M значе-
ние, равное π

4
. Тогда выделенное решение в

полярных координатах примет вид ln r =
ϕ + ln 2− π

4
.

�

�

x

y

(x + y)dx = (x− y)dy, M(2, 2)

•

◦M

Пример 11. Решить задачу Коши xy′ =
√

x2 + y2 + y, y(1) = 0.

Решение 1. Сделаем замену y = tx, где t — новая (зависимая) переменная.
Тогда y′ = t′x + t и уравнение принимает вид x(t′x + t) =

√
x2 + x2t2 + tx.

Заметим, что нас интересует x > 0, поскольку x0 = 1. Следовательно, уравнение
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примет вид t′x + t =
√

1 + t2 + t ⇔ xt′ =
√

1 + t2. Последнее уравнение —
уравнение с разделяющимися переменными. Решаем его:∫ t

t0

dt√
1 + t2

=
∫ x

x0

dx

x
.

Здесь t0 = y0

x0
= 0, x0 = 1, x > 0. Интегрируя, получаем

ln(t +
√

t2 + 1)
∣∣∣∣t
t0

= ln
x

x0
.

То есть
ln(t +

√
t2 + 1)− ln

√
1 = lnx.

Возвращаясь к переменной y, получим

y

x
+
�

y2 + x2

x
= x.

Наконец,
y +

√
y2 + x2 = x2.

Это и есть «частный интеграл», то есть равенство, неявно определяющее реше-
ние нашего уравнения (локально или глобально).

Решение 2. Запишем уравнение в симметричном виде: (
√

x2 + y2+y)dx−xdy =
0. Теперь перейдем к полярным координатам: x = r cosϕ, y = r sinϕ ⇒

⇒ dx = cosϕdr − r sin ϕdϕ, dy = sin ϕdr + r cosϕdϕ.

Подставляя в уравнение, получим после упрощения равенство

r(1 + sinϕ)dϕ = cosϕdr ⇒ d sin ϕ

1− sin ϕ
= dr

r
.

Проинтегрировав и подставив начальные
условия (ϕ = 0, r = 1), получаем уравнение
интегральной кривой в полярных координа-
тах: r = 1

1− sin ϕ
.

Обратим теперь внимание на то, что луч
x = 0, y ≤ 0 состоит целиком из особых то-
чек. Следовательно, наше решение опреде-
лено только в правой полуплоскости.

Ответ: r = 1

1− sin ϕ
, ϕ ∈

(
−π

2
; π

2

)
.

�

�

x

y

xy′ = r + y, M(1, 0)

• ◦
M
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Уpавнение в полных дифференциалах
Уравнение в симметричной форме m(x, y)dx + n(x, y)dy = 0 называется уравне-
нием в полных дифференциалах, если существует дифференцируемая функция
V (x, y), такая что ее дифференциал совпадает с левой частью уравнения. Если
m и n непрерывно дифференцируемые функции, то для того, чтобы рассматри-
ваемое уравнение было бы уравнением в полных дифференциалах, необходимо
выполнение равенства

∂m(x, y)

∂y
= ∂n(x, y)

∂x
.

Пример 12. Рассмотрим уравнение

(3x2 + 4xy3)dx + (4y3 + 6x2y2)dy = 0.

Заметим, что 3x2dx = dx3, 4y3dy = dy4. В то же время 4xy3dx + 6x2y2 =
d(2x2y3). Таким образом, общим интегралом уравнения будет равенство

x3 + y4 + 2x2y3 = C.

Приведенное выше необходимое условие является достаточным, если об-
ласть, в которой рассматривается выражение m(x, y)dx+n(x, y)dy (оно называ-
ется «дифференциальной формой») является односвязной. Последнее означает,
что если замкнутая жорданова кривая лежит в области, то и все точки, нахо-
дящиеся внутри этой кривой, также лежат в этой области.

Пример 13. Рассмотрим уравнение −ydx

x2 + y2
+ xdy

x2 + y2
= 0. Необходимое условие

выполнено:
∂m(x, y)

∂y
= y2 − x2

(x2 + y2)2
= ∂n(x, y)

∂x
.

Дифференциальная форма является дифференциалом функции ϕ = arctg y

x
,

то есть по-существу дифференциалом функции, являющейся полярным уг-
лом. Однако эта функция «ветвящаяся», то есть не является однозначной
на какой-либо окрестности начала координат. Хотя, конечно, уравнение ин-
тегрируется и интегральные кривые задаются условием ϕ = C.

З а д а ч и д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 6.
◦ Решите следующие уравнения. Там, где указаны начальные условия,

найдите решение задачи Коши.

a) y′ = 3y − 3x; b) y′ = 2y

x
, x0 = 1, y0 = 1;

c) y′ = xy − x2 + 1; d) y′ = y + sin x− cosx, x0 = 0, y0 = 2;

e) y′ = y − x3; f) y′ = 3 y

x
− 2, x0 = 1, y0 = 2.
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Упр. 7.
◦ Для каждого из уравнений a)− f), портреты которых изображены

на этой странице, напишите общее решение y(x, C) и частное решение ϕ(x),
график которого проходит через точку M с координатами, указанными на
рисунке.
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x

y

a) y′ = x + y, M(2, 3)

•

◦M

�

�

x

y

b) y′ = x− y, M(−2, 3)

•

◦M

�

�

x

y

c) y′ = y + x2 − 3, M(−1, 2)

•

◦M

�

�

x

y

d) y′ = y + 4 sinx, M(π, 2)

•

◦M

�

�

x

y

e) y′ =
2y

x
+ x, M(1, 1)

•
◦M

�

�

x

y

f) y′ = −y

x
+

4

x3
, M(−2, 2)

•

◦M
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Упр. 8. Для каждого из уравнений, портреты которых изображены на этой
странице, найдите решение с начальными данными x0 = 1, y0 = −2.
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�

x

y

a) y′ = y2 − x2 − 3

• �

�

x

y

b) y′ = cos(y − x)

•

�

�

x

y

c) y′ = xy + y3

• �

�

x

y

d) y′ = y + x2

•

�

�

x

y

e) y′ =
y(2y − x)

x2

• �

�

x

y

f) y′ =
xy

x + y

•
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Упр. 9.
◦ Решите следующие уравнения Бернулли. Там, где указаны начальные

условия, найдите решение задачи Коши.

a) y′ = y

x
+ y3; b) y′ = y

x
+ x

y
, x0 = 1, y0 = 1;

c) xy′ + y = xy2 ln x; d) y′ = xy

2(x2 − 1)
+ x

2y
, x0 = 0, y0 = 1;

e) y′ + 2y = exy2; f) xy2y′ = x2 + y3, x0 = 1, y0 = 1.

Упр. 10. Решите следующие уравнения и изобразите их портреты.

a) y′ = xy − 1; b) y′ = y

x
; c) y′ = 2xy − x2;

d) y′ = 2y − x; e) y′ = xy + y3; f) y′ = 2 y

x
+ 1.

Упр. 11. Справа изображен портрет

линейного уравнения y′ = y − x3

3
− x, ко-

торое легко интегрируется. Существу-
ют ли решения, которые не пересекают
главную изоклину. Если да, то что от-
деляет их от остальных решений (име-
ющих такое пересечение)?

Упр. 12. Решите уравнения Риккати:
a) y′ = y2 + 1

x2
; b) y′ = y2 + 1

x4
.

�

�

x

y

1 2 3 4
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3

−1−2−3−4
−1

−2

−3

−4

Упр. 13.
◦ Решите уравнения:

a) cosx y′ = y sin x + cos2 x; b) xy′ + y = xy2 ln x;

c) y′ + x

1 + x2
y = 1

x(1 + x2)
; d) y′ = ζ(x)ζ′(x)− yζ′(x);

e) (sin 2x + cosx cos y)dx = sin x sin ydy; f) y′(x2y3 + xy) = 1.

Упр. 14.
◦ Решите уравнения:

a) x y′ − 2y = 2x4; b) (2x + 1)y′ = 4x + 2y;
c) y′ + y tg x = secx; d) (xy + ex)dx− xdy = 0;
e) x2y′ + xy + 1 = 0; f) y = x(y′ − x cosx).

Рассмотрим однородное уравнение y′ = x + y

2x− y
. Более естественно его порт-

рет рассматривать как портрет автономной системы ẋ = 2x−y, ẏ = x+y, считая,
что x и y зависят от параметра t. Или уравнения в симметричной форме

(x + y)dx + (y − 2x)dy = 0.
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Упр. 15. Существует ли у этого урав-
нения общий интеграл, определенный
на всей плоскости, то есть, точнее го-
воря, существует ли функция V (x, y),
непрерывная и непрерывно дифферен-
цируемая на всей плоскости, такая
что вдоль каждой интегральной кри-
вой значение V (x, y) постоянно и при
этом на разных интегральных кривых
V (x, y) принимает разные значения?

�

�

x

y

y′ =
x+ y

2x− y

•

О т в е т ы

Упр. 2. Утверждение следует из двух простых лемм, доказательство которых остав-
ляем читателю. Лемма о сравнении решений. Пусть 0 ≤ f(x, y) ≤ g(x, y) при
x ∈ I = [x0; x1], y ≥ y0. Если ϕ(x) и ψ(x) — решения уравнений y′ = f(x, y) и
y′ = g(x, y) с начальными данными x0, y0, то ϕ(x) ≤ ψ(x) на любом промежут-
ке [x0; x

∗) (x∗ ≤ x1), на котором определено решение ϕ(x). Лемма о непро-
должимости решений уравнения y′ = εyn. Если n > 1 и ε > 0, то для лю-
бых x0 и x1 > x0 найдется y0 > 0 такое, что решение с начальными данными
x0, y0 не продолжимо на весь промежуток I = [x0; x1] (уходит на бесконечность
при x → x∗ ∈ I). Упр. 6. a) y = Ce3x + x +

1

3
; b) y = x2, x > 0; c) y =

Cex2/2 +x; d) y = 2ex−sin x; e) y = Cex +x3 +3x2 +6x+6; f) y = x3 +x. Упр. 7.
a) y(x,C) = −x − 1 + Cex, ϕ(x) = −x − 1 + 6ex−2; b) x − 1 + Ce−x, x − 1 + 6e−x−2;
c) − x2 − 2x + 1 + Cex, −x2 − 2x + 1; d) − 2(sin x + cos x) + Cex, −2(sin x + cos x);

e) x2(C +ln |x|), x > 0, x < 0, ϕ(x) = x2(1+lnx), x > 0; f)
Cx− 4

x2
, x > 0, x < 0, ϕ(x) =

−6x + 4

x2
, x < 0. Упр. 9. a) y = 0 y =

3x2

C − 2x3
, (x > 0, x < 0); b) y =

1

2x3 − x2
, x >

1/2; c) y = 0,
1

y
= x

�
C − 1

2
ln2 x

�
, x > 0; d) y =

�
2
√

1− x2 + x2 − 1 ; e) y =

0, y(ex+Ce2x) = 1; f) y3 = 4x3−3x2. Упр. 13. a) y =
C

cos x
+

sinx

2
+

x

2 cos x
; b) y−1 =

x
�
C − 1

2
ln2 x

�
; c) y =

C√
1 + x2

+
1√

1 + x2
ln

√
1 + x2 − 1

x
; d) y = Ce−ζ(x) + ζ(x) −

1; e) sin2 x + sin x cos y = C; f) x−1 = Ce−y2/2− y2 + 2. Упр. 14. a) y = Cx2 + x4;
b) y = (2x + 1)(C + ln |2x + 1|) + 1; c) y = sin x + C cos x; d) y = ex(ln |x| + C), x = 0;
e) xy = C − ln |x|; f) y = x(C + sin x).
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3. Линейные уpавнения
Общие сведения
Пусть n ∈ N. Линейным уpавнением поpядка n называется уpавнение вида

p0(x)y(n) + p1(x)y(n−1) + . . . + pn−1(x)y′ + pn(x)y = q(x).

Пpи этом пpедполагается, что все коэффициенты pi(x) и функция q(x) опpеде-
лены и непpеpывны на некотоpом пpомежутке 〈a, b〉, и, кpоме того, p0(x) �= 0
на этом пpомежутке.

Левую часть этого уpавнения удобно пpедставлять как действие некотоpого
линейного опеpатоpа на n pаз непpеpывно диффеpенциpуемые функции. Этот
опеpатоp имеет вид

L = p0(x) dn

dxn
+ . . . + pn−2(x) d2

dx2
+ +pn−1(x) d

dx
+ pn(x).

Результатом действия опеpатоpа на некотоpую функцию из указанного класса
будет непpеpывная функция, что записывается в виде L : Cn〈a, b〉 → C〈a, b〉.

Уpавнение L(y) = 0 называется линейным одноpодным и, соответственно,
уpавнение L(y) = q(x) – линейным неодноpодным. Пpи этом функцию q(x) на-
зывают возмущением, возмущающей силой, силовым членом, пpавой частью уpав-
нения и т. п.

Если все коэффициенты pi, i = 0, 1, . . . , n являются постоянными, то уpав-
нение называется уpавнением с постоянными коэффициентами (независимо от
того, что возмущение q(x) может быть пpоизвольной непpеpывной функцией).
Основные интеpесующие нас вопpосы:

Как ставится задача Коши? Hа какой пpомежуток пpодолжимо pешение
задачи Коши? Какую стpуктуpу имеет множество pешений уpавнения? Как
понижается его поpядок, если известно какое-либо нетpивиальное pешение? В
каком случае уpавнение является интегpиpуемым.

При более обстоятельном изучении обычно интересуются такими задача-
ми, как наличие пеpиодических pешений, колеблемость pешений, устойчивость,
паpаметpический pезонанс, нахождение асимптотик pешений и другими.

Hекотоpые пpимеpы линейных уpавнений втоpого поpядка:

Пpостейшее уpавнение математического маятника: y′′ + m2y = 0.
Уpавнение маятника с возмущением и тpением: y′′ + ky′ + m2y = q(x).
Уpавнение Эйлеpа: p0x

2y′′ + p1xy′ + p2y = 0 (pi — постоянны).
Уpавнение Хилла: y′′ + (λ2 + p(x))y = 0 (p(x) – ω пеpиодическая).
Уpавнение Матье: y′′ + (a + b cos 2x)y = 0.
Уpавнение Эйpи: y′′ − xy = 0.

Уpавнение Бесселя: x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0.

Уpавнение Лежандpа: (1 − x2)y′′ − 2xy′ + ν(ν + 1)y = 0.

Перейдем теперь к ответам на некоторые из интересующих нас вопросов.
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Говорят, что ставится задача Коши, если указаны числа x0, y0, y′0, . . . , y
n−1
0

и необходимо найти решение y = ϕ(x), определенное на каком-либо интервале,
содержащем точку x0, и удовлетворяющее условиям

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = yn−1
0 .

Теорема существования и единственности для линейного уравнения.
Пусть все коэффициенты pi(x) и функция q(x) опpеделены и непpеpывны на
некотоpом интервале (a, b), и, кpоме того, p0(x) �= 0 на этом интервале.
Пусть x0 ∈ (a, b). Для произвольного набора n чисел y0, y′0, . . . , yn−1

0 найдет-
ся единственное решение задачи Коши с указанными начальными данными,
определенное на этом интервале и являющееся n раз непрерывно дифференци-
руемой функцией.
Теорема о структуре множества решений линейного однородного урав-
нения. Множество решений однородного линейного уравнения L(y) = 0 обра-
зует n-мерное векторное пространство.

Пусть ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn — базис этого пространства и C = (C1, C2, . . . , Cn) —
произвольный числовой вектор. Функция

y(x, C) = C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x) + · · ·+ Cnϕn(x)

называется общим решением однородного уравнения L(y) = 0.
Это означает, что при любом выборе постоянного вектора C указанная функ-

ция является решением и наоборот — для любого решения однородного урав-
нения найдется постоянная C, такая что y(x, C) совпадает с этим решением.
Замечание о комплексных решениях. Если pi(x) и q(x) — вещественные
функции и z(x) — комплекснозначное решение уравнения, то u(x) = Re z(x)
является решением неоднородного уравнения и v(x) = Im z(x) — решением
однородного уравнения L = 0.
Теорема об общем решении линейного неоднородного уравнения.Пусть
η(x) — некоторое (любое) решение неоднородного уравнения. Тогда функция
z(x, C) = y(x, C) + η(x) является общим решением неоднородного линейного
уравнения.
Теорема о понижении порядка. Пусть ϕ(x) — некоторое решение одно-
родного уравнения L(y) = 0. Положим y = C(x)ϕ(x) и ζ(x) = C ′(x). Тогда
ζ удовлетворяет линейному дифференциальному уравнению порядка (n − 1),
полученному при подстановке y(x) в уравнение L(y) = q.

Пример 1. Написать общее решение уравнения y′′ − 2xy′ − 2y = 2xex2
, если

известно, что однородное уравнение имеет решение ϕ(x) = ex2
.

Решение. Продифференцируем указанную в теореме подстановку:

y = Cϕ ⇒ y′ = Cϕ′ + C′ϕ ⇒ y′′ = Cϕ′′ + 2C′ϕ′ + C′′ϕ.

Подставив в уравнение, получим

L(y) = C(ϕ′′ − 2xϕ′ − 2v) + 2C′ϕ′ + C′′v − C′v = q ⇒ ϕC′′ + (2ϕ′ − ϕ)C′ = q.
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Пример 2. Составить линейное однородное уравнение третьего порядка, ре-
шениями которого были бы функции ϕ1(x) = ex, ϕ2(x) = x, ϕ3 = x2.

Решение. W (x) = W (ϕ1, ϕ2, ϕ3)(x) =

∣∣∣∣∣∣
ex x x2

ex 1 2x

ex 0 2

∣∣∣∣∣∣ = ex(x2 − 2x + 2).

W3 =

�
�
�
�
�
�

ex x x2

ex 1 2x

ex 0 0

�
�
�
�
�
�

= x2ex, W2 =

�
�
�
�
�
�

ex x x2

ex 0 0

ex 0 2

�
�
�
�
�
�

= −2xex, W1 =

�
�
�
�
�
�

ex 0 0

ex 1 2x

ex 0 2

�
�
�
�
�
�

= 2ex.

Уравнение имеет вид (x2 − 2x + 2)y′′′ − x2y′′ + 2xy′ − 2y = 0.

Пример 3. Составить линейное неоднородное уравнение наименьшего поряд-
ка, решениями которого были бы функции ψ1(x) = x, ψ2(x) = x2, ψ3 = x3.

Решение. Составим сначала однородное уравнение, решениями которого были
бы функции ϕ1(x) = x2 − x, ϕ2(x) = x3 − x. Вычисляем определители:

W (ϕ1, ϕ2)(x) =
∣∣∣∣ x2 − x x3 − x

2x− 1 3x2 − 1

∣∣∣∣ = x2(x− 1)2,

W2 =

�
�
�
�

x2 − x x3 − x

2 6x

�
�
�
�
= 2x(x− 1)(2x− 1), W1 =

�
�
�
�

2 6x

2x− 1 3x2 − 1

�
�
�
�
= −2(3x2 − 3x + 1).

Таким образом, левая часть уравнения имеет вид x2(x−1)2y′′−2x(x−1)(2x−
1)y′+2(3x2−3x+1)y. Чтобы получить правую часть, функцию q(x), подставим
любое из решений неоднородного уравнения в левую часть. Получим q(x) = 2x3.

Ответ: x2(x− 1)2y′′ − 2x(x− 1)(2x− 1)y′ + 2(3x2 − 3x + 1)y = 2x3.

Уpавнения с постоянными коэффициентами
В этом разделе мы предполагаем, что все коэффициенты pi линейного урав-
нения постоянны, причем p0 �= 0. Пусть λ — некоторое число, вещественное
или комплексное. Характеристическим многочленом уравнения (или оператора
L) называется многочлен

P (λ) = p0λ
n + p1λ

n−1 + . . . + pn−2λ
2 + pn−1λ + pn.

Корни этого уравнения будем называть характеристическими числами.

Решен и е о д н о р о д ных у р а в н е н и й

1) Если λ — корень характеристического уравнения, то функция eλx явля-
ется решением однородного уравнения. Если при этом λ = a + ib — комплекс-
ное число, то и сопряженное к нему a − ib также является корнем и этой па-
ре характеристических чисел соответствуют вещественные решения eax sin bx и
eax cos bx.
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Пример 4. уравнение общее решение

a) y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(x, C) = C1e
−x + C2e

3x;

b) y′′ + 2y′ + 2y = 0, y(x, C) = C1e
−x cosx + C2e

−x sin x;

c) y′′ − 2y′ = 0, y(x, C) = C1 + C2e
2x;

d) y′′ + 9y = 0, y(x, C) = C1 cos 3x + C2 sin 3x.

2) Если λ — кратный корень кратности k, то ему соответствуют k решений
eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx однородного уравнения. Если при этом λ — комплексное
число, то ему соответствуют 2k вещественных решений, получаемых разделени-
ем вещественных и мнимых частей комплексных решений. Эта ситуация назы-
вается внутренним резонансом, а множители xj — резонансными множителями.

Пример 5. Решить уравнение y(6) − y(4) − y(2) + y = 0.

Решение. Характеристическое уравнение λ6−λ4−λ2 +1 = 0 имеет 6 корней (с
учетом кратностей): λ1,2 = ±i, λ3,4 = 1, λ5,6 = −1. Общее решение имеет вид:

y(x, C) = C1 sin x + C2 cosx + C3e
x + C4xex + C5e

−x + C6xe−x.

Пример 6. Ниже выписаны общие решения указанных уравнений:

a) y′′ − 2y′ + y = 0, y(x, C) = C1e
x + C2xex;

b) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0, y(x, C) = C1e
x + C2xex + C3x

2ex;

c) y(4) + 2y(2) + y = 0, y(x, C) = C1 cosx + C2x cosx + C3 sin x + C4x sin x.

Решен и е н е о д н о р о д ных у р а в н е н и й

3) Если λ не является характеристическим числом, то уравнение L = eλx

имеет частное решение aeλx, где a = P−1(λ). Если λ — характеристическое
число кратности k, то частное решение ищется в виде axkeλx, приобретая резо-
нансный множитель xk. Это явление называется внешним резонансом.

Пример 7. Ниже выписаны общие решения двух неоднородных уравнений:

a) y′′ − 2y′ + y = e2x, y(x, C) = C1e
x + C2xex + e2x;

b) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 6ex, y(x, C) = (C1 + C2x + C3x
2 + x3)ex.

4) Если 0 не является характеристическим числом, то в случае, когда пра-
вая часть является многочленом, частное решение следует искать также в виде
многочлена той же степени. Если же 0 является корнем степени k, то решение
приобретает резонансный множитель соответствующей степени.

Пример 8. a) y′′ − 2y′ = 6x2, y(x, C) = C1 + C2e
2x − x2 − 3x− 3;

b) y(4) − y(3) = 24x, y(x, C) = C1e
x + C2 + C3x + C4x

2 − x3(x + 4).
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5) Существуют и другие возможности поиска частных решений в специаль-
ном виде, если правая часть уравнения имеет этот специальный вид. Приведем
еще один пример.

Пример 9. Решить уравнение y′′ + y = 2 sin x.

Решение. Характеристическое уравнение λ2 + 1 = 0 имеет два комплексных
корня: λ1,2 = ±i. Следовательно, оператор L обращается в ноль на любой линей-
ной комбинации функций sin x и cosx. Частное решение указанного уравнения
будем искать в виде ϕ(x) = xl(x), где l(x) = a sinx + b cosx. Дифференцируя,
получим:

ϕ′ = l + xl′, ϕ′′ = 2l′ + xl′′ ⇒ L(ϕ) = x(l′′ + l) + 2l′.

Учитывая, что l′′ + l = 0, получим равенство 2l′ = 2 sinx ⇒ a = 0, b = −1.
Таким образом, общее решение имеет вид: z(x, C) = C1 sinx + (C2 − x) cosx.

Заметим, что при любом выборе правой части частное решение можно най-
ти либо понижая порядок, как это было показано ранее, либо используя метод
Лагранжа (называемый также методом вариации), который мы продемонстри-
руем на примере уравнения второго порядка.

Метод Лагранжа для линейных уравнений
Пусть L — линейный оператор второго порядка, а C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x) — об-
щее решение однородного уравнения. Тогда частное решение имеет вид η(x) =
C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x), где C(x) и C2(x) — любые решения системы{

C′1ϕ1(x) + C′2ϕ2(x) = 0,

C ′1ϕ
′
1(x) + C′2ϕ

′
2(x) = q(x).

Пример 10. Решить уравнение y′′ − 2y′ + y = 2 ex

x3
.

Решение. Однородное уравнение имеет общее решение y(x, C) = C1e
x +C2xex.

Запишем систему Лагранжа:

{
C′1e

x + C′2xex = 0,

C′1e
x + C′2(x + 1)ex = 2ex

x3

⇔
⎧⎨
⎩ C′1 = − 2

x2
,

C′2 = 2

x3

⇔
⎧⎨
⎩ C1 = 2

x
,

C2 = − 1

x2
.

Таким образом, частное решение имеет вид η(x) = 2

x
ex − 1

x2
xex = ex

x
.

Ответ: z(x, C) =
(
C1 + C2x + 1

x

)
ex.

Иногда решение системы Лагранжа приводит к громоздким выкладкам.

Пример 11.
�Решить уравнение y′′ − 2y = 2 tg3 x.
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Нахождение решений в виде ряда. Покажем на примере, как найти реше-
ния задачи Коши в виде степенного ряда. Запишем решение η(x) c начальными
данными (0, 1, 0) в виде ряда

∑∞
k=0 akxk. Учитывая начальные условия, полу-

чим, что a0 = 1, a1 = 0. Подставим ряд в уравнение:
∞∑

k=2

k(k−1)akxk−2−
∞∑

k=0

akxk+1 = 0 ⇒
∞∑

n=0

(n+2)(n+1)an+2x
n−

∞∑
n=1

an−1x
n = 0.

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях: a2 = 0, (n + 2)(n +
1)an+2 = an−1, n ≥ 1 ⇒ a3 = 1

3 · 2 , a4 = a5 = 0, a6 = 1

2 · 3 · 5 · 6 , . . . В итоге

η(x) = 1 + 1

3!
x3 + 1 · 4

6!
x6 + 1 · 4 · 7

9!
x9 + . . . Аналогично, для решения ζ(x) c

начальными данными (0, 1, 0) получим формулу

ζ(x) = x + 2

4!
x4 + 2 · 5

7!
x7 + 2 · 5 · 8

10!
x10 + . . .

З а д а чи д л я п р а ктич е с к и х з а н яти й

Упр. 1.
◦ Пpоинтегpиpуйте уpавнения (напишите общее решение):

a) y′′ + 5y′ + 4y = 0; b) y′′ + 5y′ + 4y = 10ex;
c) y′′ + 5y′ + 4y = 3e−x; d) y′′ + 5y′ + 4y = 10e−x cosx;
e) y′′ − y = x; f) y′′ − y′ = ex;
g) y′′ + y = 2 cosx; h) y′′ − 4y′ = 20 sin 2x.

Упр. 2.
◦ Найдите решение задачи Коши с начальными данными x0 = 0, y0 =

0, y′0 = 0.

a) y′′ + 4y′ + 5y = e−2x; b) y′′ + 4y′ + 5y = 2e−2x cosx;
c) y′′ + 4y = 4 cos 2x; d) y′′ + y = 2 tg x;
e) y′′ + 4y′ = 20 cos 2x; f) y′′ + 2y = −2 tg3 x.

Упр. 3.
◦ Проинтегрируйте уравнения, если указано частное решение ϕ(x) и

известно, что одно из решений является многочленом.

a) x2(3 lnx− 1)y′′ − x(6 ln x + 1)y′ + 9y = 0, ϕ(x) = lnx;
b) xy′′ − (x + 2)y′ + 2y = 0, ϕ(x) = ex;
c) (x cos x− sin x)y′′ + x sin xy′ − sinx y = 0, ϕ(x) = sin x;

d) x2y′′ − xy′ − 3y = 0, ϕ(x) = 1

x
.

Упр. 4.
◦ Найдите общее решение уравнений:

a) y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 2x2 − 1; b) y′′′ + 8y = 16 cos 2x;

c) y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 2x3 + x2 − 4x− 6

x4
; d) y′′′ − 8y = 24xe2x.
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Упр. 5.
◦ Для каждой из указанных пар функций ϕ1(x) и ϕ2(x) составьте

линейное однородное уравнение второго порядка, для которого эти функции
являлись бы решениями.

a) x, x2; b) ex, x; c) x2, e2x; d) x, ln x; e) x2 + x, e2x.

Упр. 6.
◦ Для каждого из указанных наборов функций составьте линейное

однородное уравнение с постоянными коэффициентами наименьшего порядка,
для которого эти функции являлись бы решениями.

a) x, x2; b) ex, x; c) x2, e2x; d) x, sin x; e) ex, xex.

Упр. 7.
◦ При предположении, что одно из pешений является многочленом,

решите уравнение:

a) x2(lnx− 1)y′′ − xy′ + y = 0; b) (x2 − 2)y′′ − (x2 + 2x− 2)y′ + 2xy = 0.

Упр. 8.
◦ Пpоинтегpиpуйте уpавнения Эйлеpа: a) x2y′′ − 4xy′ + 6y = 0;

b) x2y′′ − xy′ − 3y = 0; c) (x + 1)2y′′′ − 12y′ = 0.

Упр. 9.
◦ Решите уравнение (1 + x2)y′′ + xy′ − y + 1 = 0, сделав замену неза-

висимой переменной вида x = sh t.

Упр. 10.
◦ Решите уравнение (1 + x2)2y′′ + 2x(1 + x2)y′ + y = 0, сделав замену

независимой переменной вида t = arctg x.

О т в е т ы

Упр. 1. a) y(C,x) = C1e
−x +C2e

−4x; b) C1e
−x +C2e

−4x +ex; c) C1e
−x +C2e

−4x +xe−x;
d) (C1 + 3 sin x − cos x)e−x + C2e

−4x; e) C1e
x + C2e

−x − x; f) C1e
x + C2 + xex; g)

(C1 +x) sin x+C2 cos x; h) C1e
4x +C2− sin 2x+2cos 2x. Упр. 2. a) e−2x(1− cos x); b)

x sin xe−2x; c) x sin 2x; d) sin x−cos x ln
�
�
�tg

�
x

2
+

π

4

���� ; e) e−4x +2sin 2x−cos 2x; f) tg x.

Упр. 3. a) y = C1 lnx + C2x
3; b) y = C1e

x + C2(x
2 + 2x + 2); c) y = C1 sin x + C2x; d)

y = C1
1

x
+ C2x

3. Упр. 4. a) y(x,C) = C1e
−x + C2e

x + C3e
2x + x2 + x + 2; b) y(x,C) =

C1e
−2x + C2e

x cos(x
√

3) + C3e
x sin(x

√
3) + cos 2x − sin 2x; c) y(x,C) = C1e

−x + C2e
x +

C3e
2x +

1

x
; d) y(x,C) = C1e

2x +C2e
−x cos(x

√
3)+C3e

−x sin(x
√

3)+(x2−x)e2x. Упр. 5.

a) x2y′′−2xy′+2y = 0; b) (1−x)y′′+xy′−y = 0; c) x(x−1)y′′+(1−2x2)y′+2(2x−1)y = 0;
d) x2(1− ln x)y′′ + xy′ − y = 0; e) (2x2 − 1)y′′ − 2(2x2 + 2x − 1)y′ + 8xy = 0. Упр. 6.
a) y′′′ = 0; b) y′′′ − y′′ = 0; c) y′′′′ − 2y′′′ = 0; d) y′′′′ + y′′ = 0; e) y′′ − 2y′ + y =
0. Упр. 7. a) C1x + C2 lnx; b) C1(x

2 + 2x) + C2e
x. Упр. 8. a) C1x

2 + C2x
3;

b) C1
1

x
+ C2x

3. c) C1
1

(x + 1)2
+ C2(x + 1)5. Упр. 9. y(x,C) = C1x + C2

√
1 + x2.

Упр. 10. y(x,C) =
C1√

1 + x2
+

C2x√
1 + x2

.
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Пример 2. Справа изображено се-
мейство Клеро y = Cx + C3 и его
огибающая.

Уpавнение Лагранжа y = xg(y′)+
f(y′) является обобщением уравне-
ния Клеро. Оно также решается вве-
дением параметра y′ = p ⇒ y =
xg(p) + f(p). Продифференцируем
последнее равенство, учитывая, что
dy = pdx :

pdx = g(p)dx + xg′(p)dp + f ′(p)dp ⇒

(p− g(p))dx = (xg′(p) + f ′(p))dp.

�
x

y

y = xy′ + y′3

Пусть p−g(p) �= 0. Тогда перейдем к линейному уравнению dx

dp
= xg′(p) + f ′(p)

p− g(p)
.

Если Φ(p, C) — его общее решение, то общее решение уравнения Лагранжа за-
писывается в виде

x = Φ(p, C), y = Φ(p, C)g(p) + f(p).

Если p0 — корень уравнения p − g(p) = 0 и при этом dp �= 0, то точка x0, y0

такая что x0g
′(p0) + f ′(p0) = 0, y0 = x0g(p0) + f(p0) является особой. Если

точка неособая, то dp = 0 ⇒ y = xg(p0)+f(p0). Получившаяся прямая является
решением уравнения. Если при этом она касается кривых, входящих в общее
решение, то является их огибающей.

Уравнения, неразрешенные относительно производной, общего вида
F (x, y, y′) = 0 решаются, как правило, аналогично решению уравнения Лагран-
жа с помощью введения параметра y′ = p. При этом нас интересует не только
общее решение, но и дискриминантная кривая, которая задается условиями

F (x, y, p) = 0,
∂

∂p
F (x, y, p) = 0.

Дискриминантная кривая может и сама быть решением, являясь при этом оги-
бающей семейства решений. Покажем это на примерах.

Пример 3. (Миллеp, 1936). Решить уpавнение

(x− y)2(1 + y′2)3 = a2(1 + y′3)2, a > 0.

Решение. Пеpеобозначив y′ = p, запишем одну ветвь этого уpавнения (втоpая
ветвь пpиведет к тому же pезультату):

x − y = a (1 + p3 ) ( 1 + p2 )−3/2.
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Пpодиффеpенциpовав, получим: 1 − p = −3a
p(1− p)

(1 + p2)5/2

dp

dx
. Отсюда следует,

что либо 1− p = 0 ⇒ x− y = ± a√
2
, либо

1 = − 3ap

(1 + p2)−5/2

dp

dx
⇒ x− c = a(1 + p2)−3/2 ⇒

⇒ y − c = a(1 + p2)−3/2 − a(1 + p3)(1 + p2)−3/2 = a
p3

(1 + p2)3/2
.

Складывая, получаем: (x− c)2/3 + (y − c)2/3 = a2/3.

Таким обpазом, общее pешение уpавнения
состоит из семейства одинаковых астpоид.
Hа каpтинке изобpажены несколько пpед-
ставителей пpи a = 2. Здесь огибающая
опpеделяется pавенствами:

x− y = ± a√
2
.

Кpоме того, втоpая ветвь дискpиминантной
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кpивой является геометpическим местом точек возвpата: x− y = ±a.

Пример 4. С помощью изоклин дать эскиз
семейства решений уравнения

(x− y′)3 = y′ + y.

Существует ли у этого уравнения особое
решение?

Решение. В данном случае F (x, y, p) = (x−
p)3 − p − y,

∂

∂p
F (x, y, p) = −3(x − p)2 − 1 �=

0. Следовательно, дискриминантное множе-
ство пустое и особых решений нет.

�

�

x

y

(x− y′)3
= y′ + y

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

Пример 5. Решить уравнение y = 2xy′ + y2y′3. Выделить особое решение,
если оно существует.

Решение. Заметим во-первых, что если особое решение существует, то в каж-
дой точке этого решения должно выполняться условие 0 = 2x + 3y2y′2. Решая
совместно с заданным уравнением, найдем дискриминантную кривую:

y4 = −32

27
x3.
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Теперь перейдем к решению уравнения методом введения параметра. Обо-
значим y′ = p и учтем, что dy = pdx. Выразим x через остальные переменные:

x = y − y2p3

2p
⇒ dy

p
= 2pdy − 2ydp

4p2
− yp2dy − y2pdp ⇒

⇒ p

(
1

2p2
+ yp

)
dy = −y

(
1

2p2
+ yp

)
dp.

Приравняв нулю общий множитель обеих частей, получим y = − 1

2p3
. Подставив

в выражение для x, получим, что x = − 3

8p4
. Нетрудно проверить, что это и есть

параметрическое задание написанной выше дискриминантной кривой. Таким
образом, она является решением. Тот факт, что эта кривая состоит из точек
неединственности, проверяется непосредственно (после того как мы напишем
основное семейство решений).

�

�

x

y

y = 2xy′ + y2y′3 (c > 0)

�

�

x

y

y = 2xy′ + y2y′3 (c < 0)

Заметим, что мы пропустили решение p = 0 ⇒ y = 0. Прямая y = 0 состоит
на самом деле из двух решений — лучей x > 0 и x < 0. (Точка x = 0, y = 0 —
особая точка. В ней не определена производная.)

После деления на общий множитель получим уравнение pdy = −ydp, которое
определяет семейство решений

y = c

p
, x = c

2p2

(
1− cp2

)
,

где c — произвольная постоянная. В зависимости от знака c это семейство раз-
деляется на два подсемейства, которые изображены на двух различных картин-
ках.
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Нетрудно проверить, что для каждого числа C оно имеет решение

ϕ(x, C) = C

(
sin x

cosx

)

и, следовательно, все траектории, кроме одной, являющейся точкой покоя
(0, 0), периодичны, причем имеют одинаковый период.

Поскольку наиболее часто встречающиеся примеры двух или трехмерны, то
буквы x и y принято использовать для обозначения координат, а независимую
переменную обозначать через t, указывая одновременно на возможность пара-
метризовать и решения многих одномерных уравнений. Например, скалярное
уравнение, записанное в одной из нижеперечисленных форм

y′ = Q(x, y)

P (x, y)
, x′y = P (x, y)

Q(x, y)
, Q(x, y)dx− P (x, y)dy = 0,

dx

P (x, y)
= dy

Q(x, y)

зачастую удобнее параметризовать и работать с системой

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y).

При этом мы предполагаем, что все эти формы определяют один и тот же объ-
ект, называемый уравнением или системой, но то, что нас интересует, в одном
случае называется решением, в другом — траекторией, в третьем интегральной
кривой и т.д.

Пара (P (x, y), Q(x, y)) называется векторным полем. Векторное поле назы-
вается вырожденным в точке O, если обе компоненты вектора (P, Q) в этой
точке обращаются в ноль. Точка, в которой это происходит, и является осо-
бой точкой. В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением только двумерных
автономных систем.

Заметим, что переменную t удобно интерпретировать как время, и поэтому
автономные системы называют также динамическими.

Равенство V (x, y) = C называется интегралом системы, если функция V (x, y)
является постоянной для любого решения системы. Последнее означает, что
если x = ϕ(t), y = ψ(t) — решение, то

dV (ϕ(t), ψ(t))

dt
= ∂V (ϕ(t), ψ(t))

∂x
ϕ̇(t) + ∂V (ϕ(t), ψ(t))

∂y
ψ̇(t) = 0.

Таким образом, в каждой точке траектории должно выполняться равенство

∂V (x, y)

∂x
P (x, y) + ∂V (x, y)

∂y
Q(x, y) = 0.

Левая часть этого равенства называется производной функции V вдоль вектор-
ного поля (P, Q) или производной V в силу системы ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y).
Картина, изображающая на фазовом пространстве совокупное поведение тра-
екторий системы называется фазовым портретом системы или просто портретом
системы. Несколько портретов изображены на следующих страницах.
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ẋ = y − x, ẏ = y − 2x
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ẋ = x, ẏ = y
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ẋ = y − x− μy3

ẏ = y − 2x + μx3
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μ = 0, 25

ẋ = y + x− μy3
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ẋ = y + x− μy3

ẏ = y + 2x + μx3
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μ = 0, 12

ẋ = y − 2x− μy3

ẏ = x− y + μx3
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•

μ = 0, 1

ẋ = −y − μy3

ẏ = x− 2y + μx3
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μ = 0, 04

ẋ = x− μy3

ẏ = y + μx3

•
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M
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6. Устойчивость решений
Пусть G ⊂ R×Rn, f принадлежит классу C1

y(G) и ψ(x) является на некотоpом

луче I = [a; +∞) pешением уpавнения dy

dx
= f(x, y).

Решение ψ(x) называется устойчивым по Ляпунову, если для любого ε > 0
существует δ > 0 такое, что при x0 ∈ I и |y0 − ψ(x0)| < δ pешение ϕ = ϕ(x)
с начальными данными (x0, y0) также существует на I и для любого x ∈ I
выполняется неpавенство

|ϕ(x) − ψ(x)| < ε.

Иногда введенное понятие называют интегральной непрерывностью на бес-
конечном промежутке.
Решение ψ(x) называется равномерно устойчивым по Ляпунову, если оно

устойчиво и при этом число δ, входящее в определение устойчивости, не за-
висит от x0.

Решение ψ(x) называется пpитягивающим, если ∀x0 ∈ I ∃Δ > 0 такое, что
если |y0 − ψ(x0)| < Δ, то pешение ϕ = ϕ(x, x0, y0) с начальными данными
(x0, y0) также существует на I и |ϕ(x, x0, y0)− ψ(x)| → 0 пpи x→ +∞.

По аналогии с pавномеpно устойчивым опpеделяется pавномеpно пpитягива-
ющее pешение.

Решение ψ = ψ(t) называется асимптотически устойчивым по Ляпунову,
если оно является устойчивым и пpитягивающим.

Пpи этом тpебование устойчивости не является лишним, то есть из того
факта, что pешение является пpитягивающим, не следует, что оно устойчиво.
Тем не менее в одномеpном случае ситуация пpоще.
Теорема об асимптотической устойчивости для скалярного уравне-
ния. Пpи n = 1 если pешение ψ(x) уpавнения dy

dx
= f(x, y) является пpитяги-

вающим, то оно устойчиво по Ляпунову и, следовательно, асимптотически
устойчиво. Разумеется, пpи этом пpедполагается, что f ∈ C1

y (G ⊂ R×R).
Теоpема Ляпунова об устойчивости по пеpвому пpиближению для ска-
лярного уравнения (простейший вариант). Рассматpивается уpавнение

dy

dx
= λy + g(x, y), n = 1,

пpичем выполняются следующие условия:
1◦. Функция g опpеделена и непpеpывна на множестве G ⊂ R2, содеpжащем
некотоpую полосу вида (−ρ; ρ)× [x0; +∞), где ρ > 0, x0 ∈ R.
2◦. λ < 0.
3◦. g(x, 0) = 0, пpи x ≥ x0.
4◦. g(x, y) = o(|y|) пpи |y| → 0 pавномеpно по x, x ≥ x0. Последнее означа-
ет, что ∀ε > 0∃δ > 0 такое, что g(x, y) < ε|y| при |y| < δ, причем δ не зависит
от x.
Тогда нулевое pешение уpавнения асимптотически устойчиво.
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Пример 1. Решить уравнение y′ = −y + 2e−xy2 и построить его портрет.

Решение. Уpавнение является уpавнением Беpнулли. Оно имеет тpивиальное
pешение y ≡ 0, опpеделенное на всей пpямой, и в силу теоpемы единственности
все остальные pешения целиком лежат либо в области y > 0, либо в области
y < 0.

Пpедположив, что y �= 0, pазделим обе части уpавнения на y2 и сделав за-
мену −1/y = z , получим уpавнение z′ = z − 2e−x . Оно имеет общее pешение
z = Cex+e−x, следовательно, общее pешение пеpвоначального уpавнения имеет
вид

y = 1

Cex + e−x
, y ≡ 0.

Hа плоскости (x, y) пунктиром изобpажаем кpивые, пpедставляющие глав-

ную изоклину: y = 0; y = ex

2
. Они делят плоскость на части, в каждой из

котоpых интегpальные кpивые сохpаняют свою монотонность.
Все pешения с начальными данными, находящимися выше интегpальной

кpивой y = ex, уходят навеpх, имея веpтикальную асимптоту. Остальные pе-
шения стpемятся к нулю.

Таким обpазом, тpивиальное pешение является асимптотически устойчивым,
но не pавномеpно (на всей пpямой) устойчивым. Все pешения с начальными
данными (x0, y0), где x0 ∈ R, y0 < 0, являются pавномеpно асимптотически
устойчивыми.

�

�

y′ = −y + 2e−xy2

x

y

1 2 3 4

1

2

−1−2−3

−1

−2

0
�

�
y′ = −y + e2xy2

x

y

1 2

1

2

−1−2

−1

−2

0

Пример 2. Решить уравнение y′ = −y + e2xy2 и построить его портрет.

Решение. Общее pешение имеет вид: y = 1

Cex − e2x
, y ≡ 0. Главная изокли-

на: y = 0, y = e−2x. Все pешения с начальными данными x0, y0 > 0 уходят
навеpх, остальные стpемятся к нулю. Таким обpазом, тpивиальное pешение не
является устойчивым.
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Пример Винограда. Пример автономной системы дифференциальных урав-
нений на плоскости, в которой начало координат является притягивающей точ-
кой, но не асимптотически устойчивой, был построен Р.Э.Виноградом (1952).

ẋ = x2(y − x) + y5

r2(1 + r4)
, ẏ =

y2(y − 2x)
r2(1 + r4)

, r2 = x2 + y2.

Упр. 1. Ниже представлены фазовые портреты двух систем. Объясните по-
явившееся различие в поведении траекторий. Что изменится с появлением
знаменателя?

�

�

x

y

ẋ = x2(y − x), ẏ = y2(y − 2x)

• �

�

x

y

μ =0,1

ẋ = x2(y − x) + μy5, ẏ = y2(y − 2x)

•

Теоpема Ляпунова об устойчивости по пеpвому пpиближению. Рас-
сматpивается уpавнение ẋ = Ax + g(t, x), пpичем выполняются следующие
условия:
1◦. n−меpная вектоp-функция g , опpеделена и непpеpывна на множестве
G ⊂ Rn × R, содеpжащем некотоpый цилиндp вида Dρ(O) × [t0, +∞), где
Dρ(O) — шаp pадиуса ρ > 0 с центpом в начале кооpдинат, а t0 ∈ R.
2◦. Все собственные числа вещественной постоянной матpицы A имеют
отpицательные вещественные части.
3◦. g(t, O) = O пpи t > t0.
4◦. g(t, x) = o(| x |) пpи | x |→ 0 pавномеpно по t, t ≥ t0.
Тогда нулевое pешение уpавнения асимптотически устойчиво.

Функция Ляпунова и лемма Ляпунова об устойчивости. Рассматpи-
вается уpавнение ẋ = f(t, x), пpичем выполняются следующие условия:
1◦. n−меpная вектоp-функция f опpеделена и непpеpывна на множестве G ⊂
R×Rn, содеpжащем некотоpый цилиндp вида U = [t0, +∞)×Dρ(O), где Dρ (O)
– шаp pадиуса ρ > 0 с центpом в начале кооpдинат, а t0 ∈ R.

2◦. f непpеpывно диффеpенциpуема по x на G.

Опpеделение. Функция V = V (x) называется функцией Ляпунова для
уpавнения ẋ = f(t, x), в шаpе Dρ (O), если
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Упр. 5. Для уравнений предыдущего
упражнения выясните, является ли ϕ(x)
устойчивым при x → +∞. Является ли
устойчивым нулевое решение? На какой
промежуток продолжимо решение ϕ(x)? �

�

x

y

y′ =
4y

x2
− y3

•

Упр. 6. Для уравнения, портрет кото-
рого изображен справа, выясните, явля-
ется ли устойчивым при x→ +∞ нуле-
вое решение?

Упр. 7. Можно ли утвеpждать асимптотическую устойчивость, если неpа-
венство в (4) стpогое?

Упр. 8. Рассматривается система{
ẋ = −2tx,

ẏ = x− 2ty,
имеющая общее pешение

{
x = C1e

−t2 ,

y = C1te
−t2 + C2e

−t2 .

Является ли нулевое pешение системы устойчивым? Равномеpно устой-
чивым? Пpитягивающим?
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Разумеется, настоящее пособие не может заменить обстоятельные учебники
по высшей математике или ее разделам. Ниже прилагается неполный список
таких книг. Каждая из них переиздавалась несколько раз и ими можно
пользоваться независимо от года издания.
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